Simon L.—E.A.Baderko
Masodrendii

linearis parcialis
DIFFERENCIAL:
EGYENLETEK




Simon—Baderko

MASODRENDU
LINEARIS PARCIALIS
DIFFERENCIAL-
EGYENLETEK



Simon Laszlo—E. A. Baderko

MASODRENDU
LINEARIS PARCIALIS
DIFFERENCIAL-
EGYENLETEK

Tankdnyvkiadd, Budapest, 1983



Egyetemi tankonyv
Kiadasat a mlvel6dési miniszter rendelte el

Lektoralta:

DR. ELBERT ARPAD

a matematikai tudomanyok kandiddtusa

ISBN 963 17 6580 6

© DR.SIMON LASZLO—E. A. BADERKO, 1983



TARTALOMIJEGYZEK

BlOSZ0 oottt e e 9
L B Izt . o oo e e 11
Alapfogalmak ... ... ... o 11
1. A klasszikus analizis és a funkcionalanalizis néhany eredménye ..................... 11
1.1. A Kklasszikus analizis néhiny alapfogalménak jelolése .......................... 11
1.2. Lebesgue-integral. Paraméteres integralok ........... ... ... 14
1.3. A funkcionalanalizis néhany eredménye .......... .. cciiieerieninnienennnnn. 24
1.4. A CH()), CL(2,) és CO(Q) fliggvényterek. Az egysegosztas tétele .............. 32
1.5, Felszini Integral ... ..o i e 42
106, Az Ll(S ) T oottt 51
L7, Feladatok . ..o e 55
2. Alapfogalmak. A fdrésziikben linedris mdsodrend(i egyenletek osztalyozasa és kanonikus
AlaKga .. e 64
2.1.A parciélis differencidlegyenletek fogalma. A férésziikben lincaris masodrend( egyen-
letek OSZtAlYOZASA .. oot et e e 64
2.2  Fizikal pIAaK .. ..o e e 68
2.3. A f6résziikben linedris allando egyltthatos és a linearis masodrendii egyenletek
kanonikus alakja . ... . e 75
2.4. Karakterisztikak. A férésziikben linearis fiiggvényegylitthatés masodrend(i egyenletek
kanonikus alakja 7=2 €setén ... ... ... ... 77
2.5 Feladatok . ... 82
T B ezt oo 86
Altalanositott fuggvények és Szoboljev-féle fuggvényterek ............. ... ... ... ... 86

3. A disztribucid (4ltalanositott fuggvény) fogalma. Mdveletek a disztribliciok korében 86

30, A D(Q) fUgvenyter .. .. 87
3.2, A disztriblicio definicidja .. ... e 88
3.3. A disztriblicio tartdja. A D (R2) 180 .. . 93
3.4, Disztriblcio derivaltja . ... ... i e 96
3.5. Kompakt tartdoji disztribliciOk ... ... e 104
3.6. Disztribciok direkt SzZorzata ............ .ttt e 108

it



3.7. Disztribticiok Konvollciofa ... ..ottt 114

3.8. A konvolucio tulajdonsagai ......covviiiiiii i e 121
3.9. Temperalt disztriblCiOK ... ..ot i i e e 124
3.10. Fourier-transzformicié az & fiiggvénytérben ..................c..coovv.n.s 129
3.11. Temperalt disztribliciok Fourier-transzformaltja.............................. 134
3.12. Fourier-transzformaci6 az L1(R™) és az L¥R") térben. Paley—Wiener-tétel ..... 141
3.13. Allando egyiitthatos differencidlegyenletek alapmegolddsa ..................... 150
304 Feladatok ... e 159

4, SzobOlev-flggvENYLerek . ... ..ottt e 170
41. A H¥Q) és a Hg‘(:z) terek definiciéja ........... i 171
42, A H¥Q) és a HE®) terek néhany alaptulajdonsaga ........................ 174
4.3. A HY(Q) térbeli fuggvények Kiterjesztése ...........ouiiiiniiiiinnrennnnnnn, 181
4.4. Ekvivalens norméak a Ha(2) tIDen . ... ....ovuiirn ottt 187
4.5. H(Q) és HY(Q) beagyazasa az LA2) terbe .....oovvveiinieiiiineiieeanns 188
4.6. HYQ) térbeli fiiggvények nyoma (n—1)-dimenzids felilleten .................. 192
4.77. HY () térbeli fiiggvények nyomanak egy tovabbi tulajdonsdga ............... 198
48. H*(%) térbeli fiiggvények Kiterjesztése. A H¥(2) tér szeparabilitdsa ............ 204
49. A H’(R") és H "(R" D I 253 (=2 < P 209
4.10. A H*() térbeli fiiggvények simasiga. H*(Q) bedgyazasaa C/(2)térbe .......... 219
A1 A HU0) t8r ettt e e e s 222
4.12. Paramétertdl fiiggé normdk a Szoboljev-terekben ............................ 226
4.13. A cl3lx Q) és a H[%]"‘ (Qr) Szoboljev-terek .............c..iiiuiinnn. 230
414, Feladatok . ....oviiiiii ittt e e e 234

0 0 O == A A 237
Kezdetiérték-feladatok .............oiiiiiiiiiiii it 237
5. Cauchy-feladat allando egyiitthatds linedris hiperbolikus egyenletekre ............... 237
5.1. A Cauchy-feladat Kitlz€se ...........cviiiiiiiniereniiieennaeenennineeess 237
5.2. Az &ltaldnositott Cauchy-feladat megoldasa ................cccoviiiiiinnn.. 240
5.3. A hullamegyenletre vonatkoz6 Cauchy-feladat klasszikus megoldasa n=1, 2, 3 esetén 244
5.4, FeladatoKk ....viviiiiiiie i e i e e e 251

6. A Goursat- és a Cauchy-feladat kétvaltozos linedris hiperbolikus egyenletekre ....... 258
6.1. A Riemann-figgvény .........coiniiiiiiin ittt eiien i 258
6.2. A Riemann-fiiggvény tulajdonsdgai ............ccoiiiiiiiin it 263
6.3. A Goursat-feladat ....... ... ... ..t e et 266
6.4. A Cauchy-feladat ......... ... ittt i ettt 269
6.5, Feladatok ........oiiiiiiiiii e e e e i e, 275

7. Cauchy-feladat 4lland6 egyiitthatds linearis parabolikus egyenletekre .............. 279
7.1. A klasszikus és az altaldnositott Cauchy-feladat kitlizése ....................... 280
7.2. Az 4ltaldnositott Cauchy-feladat megolddsa ............ccoiiiiiiiiinnnnnn. 282
7.3. A klasszikus Cauchy-feladat megolddsa ...........ccoviiiiiiiiiiiennnnn.. 285
T4, Feladatok ... ..o e e e e 289

) 2 (=773 PR 294
Elliptikus egyenletekre vonatkozd peremérték-feladatok ...............covivuvennnn. 294
8. Alland6 egyiitthatos elliptikus egyenletekre vonatkozé klasszikus peremérték-feladatok 294
8.1. A peremérték-feladatok megfogalmazdsa .............ccoviiniiiiiiiiineen., 295
8.2. Harmonikus fUggvenyek .. .......ouuutennir ittt eeneannee, 299
8.3, A Green-fliggVeny ...ttt e e 306



8.4. Peremérték-feladatok nemkorldtos tartomanyban....................ccoeea... 313

8.5, Feladatok ...ttt i e 321
9. Linedris elliptikus egyenletekre vonatkozé altalanositott és klasszikus peremérték-
feladatok . ..ottt e 327
9.1. A klasszikus és az altalanositott peremérték-feladatok megfogalmazasa ........ 328
9.2. Szimmetrikus egyenletekre vonatkozé altalanositott peremérték-feladatok ...... 336

9.3. Sajatérték-probléma szimmetrikus elliptikus differencidloperatorok esetében .... 342
9.4. A sajatérték-probléma alkalmazasa. A sajatértékek és sajatfiiggvények varidcids

tAJAONSAZA . ..o ottt 351

9.5. Altaldnos alaku linedris elliptikus egyenletekre vonatkozé altalanositott perem-
érték-feladatok .. .....vruiiti e 356
9.6. Peremérték-problémak megoldasa varidcios modszerrel ............ ..o iiun.. 363

9.7. Alland6 egyiitthatés paraméteres elliptikus problémdk az R” térben és az R fél-
L5 o0« 368

9.8. Fiiggvényegyiitthatos paraméteres elliptikus probléma az R" térben és az R’ fél-
[253 o<1 o 378
9.9. Paraméteres elliptikus problémdak korlatos tartomanyban ..................... 381
9.10. Peremérték-feladatok megoldasa a H¥(Q) térben. A klasszikus megoldds Iétezése 390
9.1, Feladatok .. .ovviittttitt it e e e, 397
B2 )T /= 402
Vegyes feladatok .. ... e e e s 402
10. Vegyes feladatok hiperbolikus egyenletekre . ... iininnnnn 402
10.1. A klasszikus és az altalanositott problémak megfogalmazasa ................... 403
10.2. Az altalanositott és a klasszikus problémak megoldasanak egyértelmiisége ... ... 408
10.3. Az altalanositott problémak megoldasa Fourier-mddszerrel ................... 412
10.4. Az altalanositott problémak megoldasa Galjorkin-moédszerrel ................. 422
10.5. A klasszikus megoldas 1étezése ............... ittt 428
10.6. Feladatok ... ... i it e 438
11. Vegyes feladatok parabolikus egyenletekre ................c.cvtiiirnrrnnnnnnnnnn. 441
11.1. A Kklasszikus és az altalanositott problémak megfogalmazdsa .................. 442
11.2. Az altalanositott és a klasszikus problémak megoldasanak egyértelmisége ... ... 445
11.3. Az altalanositott problémak megolddsa Fourier-modszerrel .................. 447
11.4. Az altalanositott problémik megolddsa Galjorkin-modszerrel ........... ..... 453
11.5. A klasszikus megoldds 18tezése . ...ttt 458
11,6, Feladatok . ..vvvvnttt ittt e e et et e 463
D1 700 ) e F: 110 < 469
FUgEOIEK ...ttt ittt ettt et ettt e e e 479
TrodalomyegyzeK . . ..ot e e e 501
B 53 491 1o PP 505
TArgYMULALO . ... oottt e 506






ELOSZO

A matematika természettudomanyi, miiszaki alkalmazésai sordn gyakran fordul-
nak el6 parcidlis differencidlegyenletek. Ezeket a gyakorlatban legtobbszor valamilyen
kozelitd modszert hasznalva, szamitogéppel oldjak meg. A kozelit§ eljaras meghata-
rozasahoz és alkalmazdsihoz azonban feltétleniil sziikséges az illet§ parcialis dif-
ferencialegyenlettel kapcsolatos elméleti hattér ismerete (a feladat pontos megfogal-
mazasa, a megoldas létezése, egyértelmiisége, stabilitasa stb.).

Tankonyviink a leggyakrabban el6fordulé masodrendii linedris parcidlis dif-
ferencidlegyenletekkel leirhaté problémakat targyalja az altalanositott fiiggvény- és
derivaltfogalom, valamint az ut6bbin alapuld Szoboljev-féle fiiggvényterek elméleté-
nek felhasznalasaval. Ebben a targyaldsban alapvetd fontossagi a klasszikus kez-
detiérték-, peremérték- és vegyes feladatok olyan &ltalanositasa, ahol a keresett
fiiggvény altalanositott értelemben differencidlhatd és megfelel§ altalanositott érte-
lemben tesz eleget az el&irt kezdeti és peremfeltételeknek. Az dltal4dnositott problémak
targyaldsa tobbszorosen is hasznos: ezek sok szempontbdl egyszeriibben, attekint-
hetdbben vizsgalhatok, mint a klasszikus problémék; az esetek nagy részében az
4ltalanositott problémak is tekinthetSk a szoban forgé jelenség matematikai modell-
jének; emellett az altalanositott megoldasokra vonatkozé eredményekbdl kovetkez-
tethetiink a klasszikus megolddsra vonatkozé eredményekre.

Célunk kett8s: egyrészt szisztematikusan targyaljuk a masodrendii linedris parcidlis
differencidlegyenletekre vonatkozd emlitett feladatokat, masrészt, hogy ekdzben
bepillantdst nyijtsunk a parcidlis differencidlegyenletek modern elméletének kiilon-
féle vizsgélati modszereibe. Ugyanakkor ra szeretnénk mutatni arra, hogy az elmé-
let széleskorlien alkalmazhaté a természettudomanyokban és a mfiszaki tudoma-
nyokban.

A konyv az ELTE matematikus szakos hallgatéi részére évek Ota rendszeresen
tartott el6adasok anyagdt tartalmazza, a csak analizis szakos hallgatoknak eldadott
fejezetekkel egyiitt, felhasznalva a Moszkvai Allami Lomonoszov Egyetemen szer-
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zett tapasztalatokat. A matematikus olvasdkon kiviil a tankonyvet f8leg fizikusok
és programoz6 matematikusok haszndlhatjak eredményesen.

A tankonyv megértéséhez sziikséges a klasszikus analizis, a valds fiiggvénytan és
a funkciondlanalizis alapvet§ fogalmainak és tételeinek ismerete. Ezeket pl. a [4],
[20], [43] és [54] magyar nyelvii tankOnyvek részletesen targyaljak. A konnyebb
érthetSség és a hivatkozdsok egyszerlisitése érdekében az els§ szakaszban mi is
osszefoglaljuk a felsorolt teriiletek azon legfontosabb eredményeit, amelyeket
a kés@bbiekben felhasznalunk, és behatébban foglalkozunk azokkal a részekkel,
amelyekkel a fentiek szokdsos targyaldsdban nem mindig talalkozhatunk.

A tankényv 6t fejezetre, illetve 11 szakaszra tagoldédik. A szakaszok pontokbdl
allnak, mindegyik pont elején Gsszefoglaljuk az adott pont tartalmat. Az egyes
szakaszok végén gyakorld feladatok taldlhatok, amelyek koziil néhanyra minta-
megoldast adunk, a tobbi feladat végeredményét a konyv végén kozoljitkk. A tan-
konyv hasznalhatésdgdt hivatott elGsegiteni a bevezetett legfontosabb definicidkat,
jeloléseket, valamint a gyakran idézett tételeket, formuldkat tartalmazé fiiggelék is.

A kOnyv megirasakor elsGsorban a [3], [6], [7,] [8], [19], [25], [33], [47], [57], [58],
[59], [60], [61] munkakra tdmaszkodtunk. A felhasznalt, illetve a konyv anyagihoz
kapcsol6do miivek jegyzékét az olvaso a tankonyv végén taldlhatja.

Végiil koszonetet szeretnénk mondani mindazoknak, akik munkénkat eldsegi-
tették. Koszonettel tartozunk Koésa Andrds tanszékvezetSnek, Czach Laszld és
Szigeti Ferenc kandidAtusoknak értékes tanacsaikért és megjegyzéseikért, Elbert
Arpad kandid4tusnak gondos lektori munk4jéért, valamint Oldh Gyuldné szer-
keszt6nek, aki sokat firadozott azon, hogy ez a konyv mind tartalmi, mind formai
szempontbol valdban j6l hasznalhaté tankdnyv legyen.

Budapest, 1981 augusztus ho

a Szerzdk
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I. FEJEZET

ALAPFOGALMAK

1. A klasszikus analizis és a funkcionalanalizis
néhany eredménye

Ebben a szakaszban Osszefoglaljuk a klasszikus analizisnek és a funkciondlanalizis-
nek azokat a fogalmait és tételeit, amelyekre a tovabbiak soran sziikségink lesz,
beleértve a Lebesgue-integralok elméletét, valamint bizonyos differencidlgeometriai
fogalmakat. Részletesen csupan azokkal az eredményekkel foglalkozunk, amelyek
a széban forgd teriiletek szokdsos targyaldsaban nem mindig szerepelnek. (Ebbgl
a szempontbol a természettudomanyi karok matematikusképzését vesszitk alapul.)
A tobbit csupdn a félreértések elkeriilése, a jelolések pontositasa, valamint a hivat-
kozésok egyszeriisitése céljabol fogjuk felsorolni. Ezeket az eredményeket részletesen
pl. a [20], [37], [43] és [54] tankonyvek targyaljak.

1.1. A Kklasszikus analizis néhany alapfogalmanak jelolése

A teljesség igénye nélkiil felsoroljuk a klasszikus analizis néhany alapvetd jelolését,
amelyet a késSbbiekben gyakran alkalmazunk. Els8sorban azokat a jelléseket emlit-
jik itt meg, amelyek az irodalomban nem egységesek.

Az A és B halmazok unigjat AUB, metszetét ANB, kiilonbségét AN\ B,
direkt szorzatdt AXB jeloli; ez utobbin a kdvetkezt értjiik:

AXB = {(x,y): x€A, yEB}.

Az iires halmaz jele: 9. Ha A a B halmaz részhalmaza, akkor ezt irjuk: A B (meg-
engedve, hogy 4=B).

A természetes szdmok (pozitiv egész szamok) halmazat jelslje N, a valds szdmok
halmazat R, a komplex szdmok halmazat C. Minthogy sok 4llitds egyarant érvé-
nyes mind a valds, mind a komplex szdmok halmazdra, ezért az R és a C helyett
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a K jelolést is haszndlni fogjuk. Valds zart, ill. nyilt intervallum jetdlése:
[u, b] = {x€R: a = x = b},
(a, b) = {x€R: a < x < b}.

Az n-dimenzids valds, illetve komplex euklideszi tér jele a tovabbiakban R ill. C".
Az R" ill. C" tér x=(x{,...,x,) é y=(yi,...,»,) pontjainak skaldrszorzata:

n
= B,

Egy valds vagy komplex szamokbol képezett

iy oeey Ay
A=
{ anl> ey ann ]
madtrixot jeloljon tomoren [aylj v_,, a mdtrix transzpondltja (amely az elemeknek
a f84tléra vonatkozé tiikrozésével nyerhetd) legyen A”.
Az R" tér x, kozéppontl, « sugaru nyilt gémbjét jelolje B,(x,), gombfeliiletét
pedig S,(x,), azaz
B,(xo) = {x€R": |x—x,| < a},
Sa(x) = {x€R": [x—x,| = a}.
Ha x,=0, akkor egyszerfien B,-t,ill. S,-tirunk, azaz
B, = B,(0), S,=5,(0).
Az x, koOzéppontl, 2a élhosszlsigl kocka az R™-térben:
K, (x9) = Ki(xp)= {x€R": ixj"—\'o;'i = aj.

Legyen a;<b; (j=1,...,n). Ekkor az (ay,5,)X...X(a,, b,)CR" halmazt az
R" tér egy intervallumdnak vagy tégldjdnak nevezziik.

Egy AcCR" halmaz belsd, kiilss, ill. hatdrpontjainak halmazét jelolje Int A,
Ext 4, ill. 94. Az A halmaz lezardsdnak jele: 4, azaz

A=A4Ud4d = Int AUJA.

Ugyanezeket a jeloléseket fogjuk haszndlni egy tetszSleges metrikus térben fekvd
A halmaz esetében is.

Tegyiik fel, hogy az 4 nyilt halmazra teljesiil, hogy 4> B8. Ekkor 4-t a B hal-
maz egy kornyezetének nevezziik.

Legyen A4, BCR" o(A, B) jelolje az A, B halmazok tavolsagat, azaz

0(4, B) = inf {{x—y|: x€A4, y€B}.

Ha A={x} egyelemii halmaz, akkor o({x}, B) helyett egyszerfien o(x, B)-t
irunk. Ismeretes, hogy ha A tetszfleges kompakt halmaz R"-ben, BCR" pedig
mal; azaz van olyan x,€4, y,¢B, ameclyekre o(4, B)=o0(x,, y,)- Ebben az eset-
ben, ha AMNB=0, akkor o(4, B)=0.

12



Az ;K" elemekbdl 4o sorozar jeldlése: (a;);cn, vagy rovidebben: (a;).
Hasonléképpen jeloljiik a tetszGleges elemii sorozatokat is (igy pl. a fiiggvénysoroza-
tokat is). Az (a;);.nx Sorozat hatdrértékér altalaban lim (a;) vagy lim(a);cn
jeloli, de egyes esetekben célszerii lesz a lim a; jeldlés hasznalata is.

J-roo

Ha f az McA halmazt a B halmazba képezd fiiggvény, akkor azt mondjuk,
hogy f: M—B fiiggvény, ill. f az A-bdl B-be képezd fiiggvény. Az f fiiggvény
értelmezési tartomdnydt (itt az M halmazt) jeldlje 2,, a fiiggvény értékkészletét
pedig Z;. Sok esetben hasznos lesz az f fliggvény jel6lésére az

x> f(x), xe M
szimbolum. Megemlitjiik, hogy ha nem okoz félreértést, akkor a rovidség kedvéért
az el6bbi helyett csak azt irjuk: x—f(x).

Legyen M cM. Az f fiigevény M, halmazra vald leszitkitését jelolje f| M,
azaz fl, akovetkezd fiiggvény:

x—f(x), xeM,.

Egy f: M—-R (azaz valods értékil) fiiggvény értékkészletének alsd, illetve felsé
hatdrdt jelolje inff, illetve supf; a fliggvény alsé, illetve fels§ hatdra az M,c 2,

halmazon:
inf /= inf Ry, = inf {f(x): x€ M},

sup f = sup #,;,, = sup {f(x):x€ My}
JUI 1

Hasonléképpen, jeldlje

min £, ill. maxf
pin . rax /

az f figgvény minimumat, ill. maximumdt az M, halmazon.
Az f fiiggvénynek a g filiggvénnyel képzett kompozicidfiiggvényét (Osszetett
fiiggvényét) fog jeldli, azaz
(o)) =f(g(x), ha x€Z, é g(x)eD,.

Ha x;#x, esetén f(x))=f(xy), akkor az f fiiggvény %, értékkészletén értelmez-
hetS inverz fiiggeényr f~1 jeldli.
Legyen f: M,~K, g: M,~K, ahol M,cR", M,cR", ekkoraz f, g fiiggvények
direkt szorzatat, az fXg fliggvényt igy értelmezziik:
(fX)x, y) =f(x)g(y), xeEMy. yeM,.

A K"-b8l K"-be képez8 [ fiiggvény x, pontbeli hatdrértékének jele:
lim f.
*o
Az R-bSl K™be képezd f fiiggvények hatdrértékét a (4-oo)-ben, ill. (—eo)-ben igy

jeloljiik :
im £, il tim /.
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Legyen f K"-bdl K"-be képez§ fiiggvény. Tegyiik fel, hogy Iétezik beK" ugy,
hogy barmely &=>0 szdmhoz megadhaté egy a=0 szdm, amelyre
[f(xX)—b]<¢, ha |x|=>a.
Ekkor azt mondjuk, hogy a b pont az f limesze a «-ben:

limf=b vagy lim f(x)=b.

Egy R™-b6l K-ba képezd f fiiggvény j-edik valtozd szerinti parcidlis derivdltjdt
0;f jeldli (j=1, ..., n). A magasabb rendii parcidlis derivaltakat egy a=(ay, ..., ®,)
multiindex segitségével (a;=0 egész szdm) igy jeloljiik:

0°f = 07r...0%.
{Mindig olyan parcidlis derivaltrdl lesz sz9, amely nem fiigg a derivalasok sorrend-
jét6l.) A 9°f parcidlis derivélt rendjére az

o] = o3 +... 0,
jelolést hasznaljuk. Ha pedig « és f multiindexekre teljesiil, hogy

=p;, (j=1,2,...,n),

o= f.

Egy R"bSl K-ba képezé f fuggvény v irdnyi derivdltjdt jelolie 9, f.

Végiil megemlitjilk, hogy bizonyos parcidlis differencidlegyenletek tdrgyaldsakor
célszeri az R"*1-b8l K-ba képez§ f fiiggvényeket tekinteni, és az els§ valtozét 0,
a masodikat 1, ..., az (n+1)-edik valtozét n indexszel elldtni annak megfelelGen,
hogy az R"*! tér pontjait (¢, xy, ..., x,)-nel jeloljiik. (Ilyen esetben ¢ a fizikdban
4ltaldban az id6t jelenti.) fgy az f fiiggvény ,,¢ szerinti” derivaltja 9,f, ,,x; szerinti”
derivéltja 9, f, ..., ,,x, szerinti” derivéltja 9, f.

akkor ezt igy jeloljiik:

1.2. Lebesgue-integral. Paraméteres integralok

Ismerteknek tételezziik fel az R" tér Lebesgue-mérhet8 halmazainak fogalmat,
halmazok Lebesgue-mértékét, az f:M->R és f:M->C filiggvények Lebesgue-
mérhet8ségét, Lebesgue-integrilhatésigit és Lebesgue-integraljst (MC R" Lebesgue
szerint mérhetd halmaz), valamint az ezekre vonatkozé alaptulajdonsagokat.

A hivatkozdsok egyszer(isitése és afélreértések etkeriilése végett idézziik a tovabbiak-
ban felhasznaldsra keriil6 idevigd tételeket. Mindenekel&tt megjegyezziik, hogy
a kés&bbiekben egyszer(iség kedvéért Lebesgue-mérhetd halmaz helyett mérhetd hal-
mazt, Lebesgue-mérhetd fiiggvény helyett mérhet§ fiiggvényt mondunk.

Legyen McR" mérhet§ halmaz és f: M—~C fiiggvény. Ertelmezziik az
F:R"-C fiiggvényt a kdvetkezSképpen:
. f(x), ha xeM,
J(x) = CR7
0, ha Xx€R™ WM.



Az f fiiggvény akkor és csak akkor Lebesgue-integralhaté (az M halmazon), ha
f Lebesgue-integralhat6 (az R™-téren), tovabba a megfelels integralok egyenlSk.
Az McCR" mérhet§ halmazon értelmezett valos vagy komplex értékii fiiggvény

Lebesgue-integraljat altaldban igy jeloljiik: f /. Ez nem okoz félreértést, hiszen
M

csupin Lebesgue-mérték szerinti integralrol lesz sz6 a késébbiekben. Ezzel kapcesolat-
ban emlékeztetiink arra is, hogy ha a szdmegyenes egy véges intervalluman f Rie-
mann-integralhatd, akkor Lebesgue-integralhatd is, és a kétféle értelemben vett
integral megegyezik.

Egyes esetekben célszerii lesz az f f(x) dx jelolés hasznalata is.
M

Beppo Levi tétele. Legyen (f;) az MCR" mérheté halmazon értelmezett Lebesgue-
integrdlhato fiiggvények monoton névekvs sorozata (f;=f;.,), és tegyiik fel, hogy az

( f fJ) sorozat korldtos. Ekkor az (f;) sorozat az M halmazon majdnem mindeniitt
A

(azaz nullmértékii halmaz kivételével) tart egy f Lebesgue-integrdlhato fiiggvényhez és
[r=1im( [£)
M M
A tétel sorokra vonatkozd allitdsa pedig a kovetkez§:
Ha g; (JEN) az MCR" mérhetd halmazon nemnegativ Lebesgue-integrdalhatd
fiiggvény és

S fgj =%

J=1p

akkor a 2 g; fiiggvénysor m.m. (majdnem mindeniitt) konvergens, a sor Jsszege
i=1

integrdlhatd, tovdbbd

b8

fjgj=

M J=1 i=1

il

[
M

Lebesgue tétele (a fiiggvénysorozatok integralasardl). Legyen f;: M~—~C
Lebesgue-integrdlhaté fiiggvény (jEN), Mc R" mérhet8 halmaz) és tegyiik fel, hogy
talélhaté olyan g Lebesgue-integrdlhato fiiggvény, amelyre m. m.

|fil=g JEN,
tovdbbd (f;) m.m. konvergens. Ekkor az f=lim (f}) fuggvény is integrdlhaté Lebesgue

szerint és
[r=im( 7).
M Y]

Fubini tétele. Legyenck M,cCR", M,cR" mérheté halmazok, [ Lebesgue-
integrdlhaté fiiggvény az My X My,CR™™ halmazon (M, X M, mérhet§ halmaz az
R"*™ térben, mivel M,CR" é M,cR™ mérhet6 halmazok). Ekkor majdnem
minden x€ M, mellett (azaz az x pontok nullmértékii halmaza kivételével) az

y—=f(x,y), yeM,
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fiiggvények Lebesgue-integrdlhatok, az

X ff(’x, yydy, xeM,
M,

Siiggvény is Lebesgue-integrdlhatd, tovabbd

[ r=[] [reendy]dx. (1.2.1)
M2

M XM, M,

Ennek alapjan nem nehéz igazolni a kovetkezd allitast.

1. kovetkezmény. Ha [ mi.ni. nemnegativ mérhetd fiiggvény és

[ [fxdy]dx
M, M,
véges szdm, vagyis az
Y f(x,0), yEM,

fiiggvények m. m. x€M; esetén Lebesgue-integrdlhatok és az

X f S, v)dy,  xeM,
M,

fiiggvény Lebesgue-integrdlhato, akkor [ is Lebesgue-integralhaté az My X M,
halmazon (és természetesen érvényes az (1.2.1) Osszefiiggés).
Az utdbbi allitisbol adodik a

2. kovetkezimény. Ha g Lebesgue-integrdlhato  fiiggvény az M, halmazon,
h Lebesgue-integrdlhaté fiiggvény az My halmazon, akkor az
(x. yy—>g(0h(y), xcM,, yeM,
fliggvény, vagyis az f=gXh fiiggvény Lebesgue-integrdlhaté az My X M, halmazon.
Az 4llitas igazolasidhoz pl. valds g, i esetében a
g=g*—g7, h=h*—h"

felbontdsokat kell alkalmaznunk, ahol g*, g~ a g fiiggvény pozitiv, ill. negativ
részét jelenti:
gt (x) = max {g(x), 0},

g7 (x) = max {--g(x), 0}.
Ekkor

=@ =g )Xh*—h7) = g"Xh*—g~Xh*—g*Xh™+g~xh",

és a kapott négy tag mindegyike Lebesgue-integralhaté Fubini tételének 1. kovet-
kezménye értelmében.
Megemlitjitk még a Fubini-tétellel kapesolatos aldbbi allit4st:



Egy ECR"™ halmaz akkor és csak akkor nullmértékii, ha m. m. x€R" esetén az
{yeR™: (x,»)<E}
wmeiszethalmaz™ szintén millmértékii.

Sziikségiink lesz Lebesgue-integrathaté fiiggvényeknek folytonos fiiggvényekkel
valo kozelitésére. Ezzel kapcsolatban elGszor is definidljuk a épesds fiiggvényt:
ezen olyan f: R"—-R fiiggvényt értiink, amely az R" véges sok korlatos inter-
vallumén (tégldjan) 4llandd, ezeken kiviil pedig nulldval egyenld (az intervallumok
hatéran a 1épesSs fiiggvény értelmezése érdektelen, mivel a hatdrpontok nullmértékii
halmazt alkotnak). Ezutdn igazoljuk a kovetkez§ tételt.

1. tétel. Ha f:R">R Lebesgue-integrdlhatd fiiggvény, akkor f elédllithato
f=h—f, alakban, ahol f; (j=1,2) egy kompakt halmazon kivil nulldval egyenld
Jolytonos fiiggvények monoton névekvd (f;) sorozatinak (IEN) limesze m.m. az

R" térben (f;'léfjlﬂ) és
f = }Lfﬁl(f i) (1.2.2)

Bizonyitds. Ismeretes [2]-b3l, hogy tetszleges f: R"—~R Lebesgue-integralhaté
fiiggvényre f=fi—f,, ahol f; (j=1,2) Iépcsds fiiggvények monoton névs (g;)
sorozatdnak (/€N) limesze m. m. az R” térben és

[fi=lm([g) i=12 (12.3)
R® R®

Az f;,g; fiiggvényekrdl feltehetd, hogy nemnegativak. Ezt elérhetjikk, ha az
f;» gji fiigevényekhez hozzdadunk egy ,,elég nagy” intervallumon elég nagy pozitiv
allandoval egyenld fliggvényt, amely az intervallumon kiviil nulla. (Az f;, g, fiigg-
vények alulrdl egyenletesen korlatosak, hiszen a g;, lépcsés fiiggvények ndvekedd
sorozatot alkotnak j=I,2 esetén.)

Megmutatjuk, hogy tetsz8leges g=0 IépcsGs fiiggvényhez megadhatd olyan
— egy kompakt halmazon kiviil nulldval egyenl6 — nemnegativ folytonos fiiggvé-
nyekbdl allé (g;),.n ndvekedd sorozat, amelyre

Tim ( Mf g) = ~ [ g. (1.2.9)

A g=0 1épcsds fiiggvény igy irhatd:
m
g= e
-

ahol ¢,=0 allando és y, valamely I, intervallum karakterisztikus fiiggvénye, azaz

[1, ha x€1,,

2 =10, ha xeR™NUL.



Ezért nyilvdn elég a fenti allitdst arra a specialis esetre igazolni, amikor g egy
T=(ay, b)) X...X(a,, b,) intervallum karakterisztikus fiiggvénye, azaz

1, ha x€T,

g) = {0, ha x€R™T.

A g fiiggvény a kovetkez8 g, folytonos fiiggvényekkel kozelithets:
& (x) = hlo(x, TV)),

ahol o(x, T™®) jeldli az x pontnak a

1 1 1 1
T("=(a1+—l—, bl'——l—]x...x(a,,-(”?‘, bn——l')

téglatdl val6 tdvolsigat, a h fiiggvény pedig a kovetkez8 mdédon van értelmezve:

1—¢, ha 0=t=1,
h(t)z{ 0, ha r=1.
Ekkor
1, ha xeTW,
g'(")z{o, ha x¢R™N\T,

g, folytonos, és (g) monoton novd sorozat; az is egyszerlien belathatd, hogy
teljesiil (1.2.4).

Tekintsiik ezutdn az f;=0 Lebesgue-integralhaté fiiggvényt, valamint a (g;)
nemnegativ 1épcsGs fiiggvényekbdl allé monoton novekedd sorozatot, amelyre igaz
(1.2.3). Az f; fiiggvényt kozelit§ folytonos, egy kompakt halmazon kiviil nullival
egyenld nemnegativ f;; fiiggvényt az elGbbiek szerint megvalaszthatjuk gy, hogy
n=f; és

S U<t
g

legyen. Ezutan vdlasszuk meg tgy a folytonos, és egy kompakt halmazon kiviil
nulldval egyenl§ f}, fiiggvényt, hogy f,=f;, és

1
[US =<5

legyen. Az is feltehetS, hogy f;;=f;;, hiszen ha ez nem teljesiilne, akkor a
max {fj, f1} fiigevény teljesiti a kovetelményeket. Az eljrast folytatva, olyan
f; fiiggvényt nyeriink, amely folytonos, egy kompakt halmazon kiviil nulla, és

S =2 =1,
1
f(fj“‘fﬂ) =7 1=1,2,3,....

R®

A kapott (f;) sorozatok (j=1, 2; /€N) teljesitik a tételben megfogalmazott kovetel-
ményeket. @
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Kovetkezmény. Tetszéleges f: R"—-C Lebesgue-integrdlhaté fiiggvényhez meg-
adhaté folytonos fiiggvények (f;) sorozata ugy, hogy az f; fiiggvény nulldval legyen
egyenl valamely kompakt halmazon kivil, és a sorozat az R" térben m. m. tartson
az f fiiggvényhez, tovdbbd

lim ( f|/=£l) = 0. (1.2.5)

R?

Specidlisan, f=0 esetén az f; kozelitd fiiggvények nemnegativaknak vdlaszthatdk.

Bizonyitis. Ha f=g+ih, ahol g, h: R"—R, akkor g, & valos értékii Lebesgue-
integralhato fiiggvények. Nyilvan elég igazolni az 4llitdsokata g ésa / fiiggvényre.
Eszerint elég foglalkozni a valés f fiiggvények esetével. Az 1. tétel alapjan ekkor
az f fiiggvény az (fy,—fa) sorozat (/EN) limesze m. m. az R” térben, ahol f;;,—fy
folytonos és egy kompakt halmazon kiviil nulla. Tovdbba (1.2.2) alapjan

S~ = [N A=A~ (fa—fa)] =

R" R"
= [In-fl+ [1hi~tul = [(A=fD+ [(faf),
Rn R R" R"
az utébbi 6sszeg mindkét tagja nulldhoz tart /- esetén, vagyis (1.2.5) teljesiil.
Ha pedig f=0, és (f;) az (1.2.5) feltételt kielégitG (valds) sorozat, akkor a nem-
negativ fiiggvényekbdl all6 (max (0, f;)) sorozat megfelel a kovetelményeknek. @

Megjegyzés. Jol ismert (1. pl. [54]-et), hogy minden mérhets fiiggvény lépcsds
filggvények m. m. konvergens sorozatinak limesze. Igy az 1. tétel bizonyitdsanak
alapgondolataval (ti. 1épcs8s fuggvények folytonos fiiggvényekkel valo fenti kozeli-
tésével) konnyen adddik, hogy tetszSleges f: R*—C mérhet§ fiiggvény elSallithatéd
folytonos fiiggvények m. m. konvergens sorozatidnak limeszeként.

Az 1. tételbG] adodik a Lebesgue-integralok helyettesitésérdl sz6l6 alabbi tétel.

2. tétel (Lebesgue-integralok transzformdci6jarol). Legyen QCR™ korldtos nyilt
halmaz, amelynek hatdra nullmériékii és amelyet a ®: Q—~R" folytonosan derivilhato
leképezés az Q' R" korldtos nyilt halmazba visz dt kélesondsen egyértelmii mddon;,
Q hatdra, 0 is nullmértékii. Tegyiik fel, hogy ®=(®,, ..., D,) Jacobi-determindnsa,

({)1¢1 32(p1 een 3,,431

0,P; 0,9, ... 0, P,

det ¢’ = (1.2.6)

0,9, 0.9, ...0,P,
nem nulla Q-ban. Ekkor
a) @ és inverze, 1 minden nullmértékii halmazt nullmértékii halmazba visz dt.
b) Egy f:Q~C fiiggvény akkor és csak akkor Lebesgue-integrdlhaté az Q'
halmazon, ha (fo®) |det &’ Lebesgue-integrdlhaté az Q halmazon és ez esetben

[1= [ (fod)|det o (1.2.7)
o’ 0
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¢) Egy [ Q —C fiiggvény akkor és csak akkor mérhetd, ha fo® mérhetd.

Bizonyitds. A tétel feltételeibsl kovetkezik, hogy @' folytonosan derivalhaté az
Q' halmazon, és @' Jacobi-determindnsa Q’-on sehol sem nulla. (Egyébként
az a feltétel, hogy det ¢'520 Q’-on, ekvivalens mddon helyettesithetd azzal, hogy
@1 folytonosan derivalhaté az ' halmazon.) Ezért elég igazolni a kovetkezSket:

a’) a d leképezés minden Q-beli nullmértékii halmazt nullmérték{ halmazba visz 4t;

b’) ha f Lebesgue-integralhaté az 2’ nyilt halmazon, akkor (fo®) |det ¢'!
Lebesgue-integralhaté az Q halmazon és igaz (1.2.7), tovabba

¢’) mérhet8 f esetén fod is mérhets.

A b') és ¢’) 4llitds belathaté a folytonos fiiggvények integraltranszformdcidjira
vonatkoz6 megfelel§ allitasbol, az 1. tétel felhasznalasaval. Szoritkozhatunk dssze-
fiiggd nyilt, korlatos halmazokra, melyeknek hatara nullmérték{i, hiszen barmely
nyilt halmaz legfeljebb megszdmlalhatéan végtelen sok &sszefiige8 komponensre
bomlik, s az egyes komponensekre vonatkozo llitdsokbol nyerjiik az egész halmazra
vonatkozé allitast. Az (1.2.8) Osszefiiggést az dltalinosabb halmazok esetében az
ecyes komponensekre felirt (1.2.8) Osszefiiggéseket Osszegezve kapjuk.

Mivel egy integralhatd f: Q' —C, f=g+ih fiiggvény integralja a g, h: Q'—~R
valos fliggvények segitségével

p[fz (;[g+i6[h

alakban adhat6 meg, ezért a b) allitast elég igazolni valos értéki f fliggvény esetére.

Az f: Q>R integralhaté fiiggvényt terjessziik ki az egész R" térre oly médon,
hogy az €’ halmazon kiviil 0 legyen (a kapott fiiggvényt tovdbbra is jeldlje f).
fgy az 1. tétel szerint

f=h=t

ahol f; (j=1, 2) egy kompakt halmazon kiviil nulldval egyenld folytonos fiiggvények
monoton novekvd (f;) sorozatdnak (/EN) limesze m. m. az R" térben és teljesiil

(1.2.2), azaz
[fi=tm([fa), i=12
er R”

Mivel f;€C(Q'), azért a folytonos fiiggvények integraltranszformaciojara ismert
képlet szerint (1. [1]-ben)

[fu=[(fuo®)|detd|. (1.2.8)
o' o
Az ((fjo®)ldet @'}) fiiggvénysorozat (/€N) nyilvan monoton novd (elemei az

Q halmazon értelmezett fiiggvények), tovdbbd az Q halmazon képzett integrilok
sorozata, azaz az ( f f,,] szamsorozat konvergens. Lebesgue tétele szerint

lim( ff) = ff;.
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[gy Beppo Levi tétele folytan az (f;o®)|det @’| limesz fiiggvények (j= 1, 2) Lebesgue-
integralhatok az Q tartomdnyon és (1.2.8)-at is felhasznalva kapjuk, hogy

[(fjoeb) det @] = lim [ (f;0®)|det &) = Iim(é[/’j,) = [
Q2 4 Q@
Ezért (fod)|det @’| is Lebesgue-integralhaté az Q tartomdnyon és

[ (fod)|det &' = [(fio®)|det ®'|— [ (fro®)|det &'| =
n 2 Q2

= [h-[h=[F

A ¢’) allitast a kovetkezGképpen igazoljuk: Ha f: Q'—>C mérhet§ fiiggvény,
akkor az I. tétel utdni megjegyzés alapjan ehhez megadhaté olyan f;: Q'—~C foly-
tonos fiiggvényekbdl allo sorozat, amely m. m. tart az f fiiggvényhez. Tehat az
fjo® folytonos fiiggvények m. m. tartanak az fo@ fiiggvényhez. Igy fod — mér-
het§ fiiggvények m. m. konvergens sorozatanak limesze 1évén — mérhetd.

Végiil legyen M c Q" nullmértékii halmaz. Ekkor az

1, ha xeM,

f&) = {0, ha xcQ\ M

képlettel értelmezett f nemnegativ fiiggvény integralhaté és f f=0. Ezért az
&

elGbbiek alapjan a szintén nemnegativ (fo®)|det @’| fiiggvény integralhato és
[ (fod)|detd’|= [f=0.
2 2

fgy (fod)ldet #’|=0 m.m. az Q halmazon (I. pl. az [54] tankonyvet). Mivel
|det @520, azért ebbll adddik, hogy fo®=0 m.m., tehat ®&(M), vagyis azon
pontok halmaza, ahol fod =0, nullmértéki. e

Ezutan ratériink a paraméteres integrdlokrol szo16 tételek ismertetésére.

3. tétel. Legyen MCR" Lebesgue-mérheté halmaz és f:(t',t"YXM—~K olyan
Sliggvény, hogy m. m. rogzitett x¢ M esetén a t—f(t, x) fiiggvény folytonos a (t',t”)
intervallumon, és t€(t’,t") esetén x—f(t,x) mérhetd. Tegyiik fel tovdbbd, hogy az
M halmazon megadhaté olyan h Lebesgue-integrdlhaté fiiggvény, amelyre tc(t’,t”)
esetén | f(t, xX}|=h(x), m. m. x€M pontra. Ekkor az

F(1) = f F(t, x)dx (1.2.9)
A

képlettel értelmezett F: (', t")—~K fiiggvény folytonos.*

* Hasonldan fogalmazhato meg és igazolhatd megfelels tétel tobbdimenzios, 1€R" paraméter
esetén,
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Bizonyitds. Tekintsiink egy #,€(t’,t”) pontot. Legyen (¢;) tetszés szerinti olyan
sorozat, amelyre
LE(, 1), ha jEN és lim(s) = ¢,.

Ekkor a g;(x)=f(¢;, x) képlettel értelmezett (g;) fiiggvénysorozatra alkalmazhaté
Lebesgue tétele, hiszen a g; fiiggvények mérhetdk, 1étezik integralhaté majordnsuk,
a h fiiggvény, ennélfogva Lebesgue-integralhatdk, tovabba m. m.

lim (g;) = go-

8o(x) = f (19, ).

ahol

Ezért
Fit)= [f@;,0dx= [g;~ [go= [flty,x)dx = F(ty), ha j—e=.
M M M M

A fentiek alapjan F folytonos a f, pontban. e

4. tétel. Legyen M CR" (Lebesgue-) mérhetd halmaz és f: (t',t"yYXM~XK olyan
fiiggvény, melyre m. m. rigzitett xe€ M esetén a t—f(t,x) és a t—0,f(t, x) fiigg-
vény folytonos a (t',t”) intervallumon, tovdbbd t€(t’,t”) esetén x—f(t,x) és
x—>0,f(t, x) mérhetd, és megadhatok olyan hy, hy integrdlhaté fiiggvények az M
halmazon, hogy minden tc(t’,t”) mellett

If6 0 =h(x) € 100/t X)| = ho(x),

m.m. xé M pontra. Ekkor az (1.2.9) képlettel értelmezett F:(t',t")—~K fiiggvény
Jolytonosan derivdlhaté és

F (1) = f dof(t, x)dx, ha te(t,1t"). (1.2.10)
M

Bizonyitds. Minden t€(¢’,t”) mellett az x—f(¢, x), valamint az x+d,f(¢, x)
fiiggvény integralhaté az M halmazon, hiszen mérhet§ és van integrdlhaté majo-
rdnsa, ezért (1.2.9) értelmes minden €(¢’, ¢t”) értékre. A Lagrange-féle kozépérték-
tétel alapjan

F()— F(t) ff(t DSl g,

f—t,

= [3f (e, x) dx,
M

ahol 7(x)éR a t és t, kozotti szdm. Legyen t;€(¢',t") olyan (jEN), hogy
t;#ty és lim (¢)=t,.
Ekkor
F(tj) F(to)
t;—1,

f 9o (z;(%), x)dx, (1.2.11)

ahol 7 (x)ER a t; és t, kozdtti szdm.
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Tekintve, hogy a tétel feltételei alapjan a
f(tjs X)—f(to, JC)

gi(x) = =1, = 0o f(7;(x), x)

képlettel értelmezett (g;) sorozat tagjai integralhatéak (hiszen x—f(t;

x+f(ty, x) integralhatd), tovabba

lim(g;) = g, mm.,
ahol go(x)=0, f(ty, X) és

lg;(0)| = (30.[(7,'("); x)‘ = hy(x),

azért (1.2.11) és Lebesgue tétele alapjin

F —
""(tjz‘”“)._f(to) = [of(u@ x)dx= [g~ [8=
i—lo M M M
= [Oof o, )dx, ha j—eo
M

Mivel (¢;) tetszGleges olyan sorozat, melyre

LEW, ), ti#t, és lim () = f,

,X) és

azért valoban megkaptuk, hogy F derivalhat6 a (¢/,¢”) intervallumon és igaz az
(1.2.10) 6sszefiiggés. Az utobbibdl kovetkezik az F fiiggvény folytonossdga a 3. tétel

alapjan. Ezzel a tételt teljes egészében igazoltuk. @

Végiil megemlitjiik, hogy sziikségiink lesz olyan paraméteres integralokrdl szolo
tételre, amelyekben a paraméter az integrandusban és az integral fels6 hatdrdban is

el6fordul.

5. tétel. Legyen f:(t,t")X(t’,t")~K olyan folytonos fiiggvény, melyre of

létezik és folytonos. Ekkor tetszdleges ragzitett ac(t’,t”) esetén az
t
F@oy= [ f@t,vydr, €, 1)

képlettel értelmezett F fliggvény folytonosan derivdlhato és
3
F@0) =70+ [ 3f(t, D).

Bizonyitds. Vezessiik be a

g(to, tl) = ff(tls 1) d‘l’, IDE(I’, t”)’ fle(t,’ t”)

jelolést; ekkor
E(t) = g(t, 1).

(1.2.12)

(1.2.13)

(1.2.14)

[N
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A g fiiggvény folytonosan derivalhatd a (¢, 1 ") X (27, t”) négyzeten, hiszen a 4. tétel
alapjan g folytonos, az 5. tétel alapjan ;g folytonos és

to
hgto ) = [ Bof (11, 7)dx.

Tovabba (1.2.13) alapjin
008 (g, 1) = f (11, Ly),

és igy 0dyg is folytonos fiiggvény.
A kompoziciofiiggvény derivaldsi szabélyat felhasznalva (1.2.14) alapjan kapjuk,
hogy F folytonosan derivalhaté a (¢/,¢”) intervallumon és

F/(0) = 0og (6, D+18(1, 1) = f(1, D+ [ 00/ (1, ) dr,

vagyis a kivant (1.2.12) 8sszefiiggés teljesiil. o

1.3. A funkcionalanalizis néhany eredménye

Ebben a pontban felsoroljuk a funkcionélanalizisnek azokat a fogalmait és tételeit,
amelyeket a tovabbiak soran fel fogunk haszndlni. Ezen beliil roviden foglalkozunk
az LP fiiggvényterekkel.

Feltételezziik, hogy ismert a metrikus tér, a (valos, illetve komplex) wektortér
(linedris tér), a normdlt tér, a Banach-tér (teljes normalt tér), az euklideszi tér és a
Hilbert-tér (teljes euklideszi tér) fogalma, valamint az ezekkel kapcsolatos alapfo-
galmak.

Egy X normilt tér x elemének normdjit | x| vagy ||x[lx jeloli (ha fel kivanjuk
tiintetni, hogy melyik tér norm4jardl van sz6), egy X euklideszi tér x, y elemeinek
skalarszorzatat (x, y) fogja jelolni.

Felhasznéaljuk majd a szeparabilis Hilbert-térbeli orfogondlis rendszer, (ortonor-
malt rendszer), teljes ortogondlis rendszer, ortogondlis sor és Fourier-sor fogalmat.
Egy metrikus teret szepardbilisnak neveziink, ha van benne véges vagy megszamlal-
hatdéan végtelen sok elembdl allé6 mindeniitt siirli halmaz. Normadlt tér esetében ez
ekvivalens azzal, hogy megadhaté véges vagy megszamldlhatéan végtelen sok elem-
bdl 4llé olyan halmaz, amelynek véges linearis kombindciéi mindeniitt sfirti halmazt
alkotnak a térben. Hivatkozni fogunk a Parseval-egyenldségre, amely szerint ha
a (véges vagy megszamldlhatdan végtelen sok) x;, Xy, ..., X, ... elem teljes orto-
gonalis rendszert alkot, akkor tetszfleges x€X elem c¢,={x, x;) Fourier-egyiitt-
hatéira

Ix* = e

k

Igaz tovabb4d, hogy
x =2 cXy,
k

ahol a sor az X tér norméja szerint konvergens.
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" Szitkségiink lesz az euklideszi terek teljessé tételérél szold alabbi, jol ismert ered-
ményre.

Tétel (cuklideszi terek teljessé tételérSl). Ha X tetszdleges euklideszi tér, akkor
megadhaté olyan X Hilbert-tér, amelynek van az X térrel izomorf, mindeniitt stirii
X, réschalmaza, azaz Xy=X, tovdbbd X és X, kézott megadhaté egy miwelettartd,
kélesondsen egyértelmii @ leképezés.

A @ leképezés mivelettartasa azt jelenti, hogy tetsz8leges x;, x,€X és c€K
mellett

P (x1+x2) = Px1) +P(xy),
& (cx,) = cP(xy),
\(P (xl)a (p(x2)> - <x19 x2>'

Megjegyezziik, hogy hasonlé jellegii tételek érvényesek metrikus tér, illetve normalt
tér teljessé tételérSl, mindegyik tétel ugyanazzal az alapgondolattal igazolhaté.
Az X, Y normdlt terek, ill. euklideszi terek XX Y direkt szorzatdt a kovetkezo-

képpen értelmezziik. Az
{(x, »): x€X, yeY}

halmaz elemei (vagyis az X, Y eleneibdl alkotott parok) kozott értelmezziik az
Osszeadast, szammal vald szorzist, tovabbd normalt terek esetében az elemek nor-
majat, ill. (euklideszi terek esetében) két elem skaldrszorzatit az aldbbi médon:
(%15 Y1)+ (x2, ¥o2) = (X1 + X2, Y1 +32),
c(x, y) = (cx, cy),
NG MIF = {IxE+1yiEs,
vagy ez utdbbi éltalanosabban, valamely p=1 szdmmal:
[Ge, I = Ux[?+1yliR)He,
(15 y1)s (X5 2)) = (X1, Xa)+(I1» Yo

Koénnyen igazolhatd, hogy ekkor X' XY normalt tér, illetve euklideszi tér, ha
pedig X, Y teljesek, akkor XXV is teljes, vagyis ekkor XX Y Banach-tér, illetve
Hilbert-tér.

Fontos példa a Banach-térre az LP(M) tér, ill. a Hilbert-térre az LA(M) tér.

Legyen M cR" mérhet§ halmaz, p=:1 szam. Tekintsiik az 6sszes olyan f: M—-K
mérhet§ fiiggvényt, amelyre |f|? (Lebesgue-) integralhaté. Ez a fiiggvényhalmaz
a fliggvények kozotti szokdsos miiveletekre nézve vektorteret alkot. Vezessiik be

ebben az ,
11 = {A[ Vi

normat, igy nyerjilkk az LP(M) (komplex, ill. valds) Banach-teret, megallapodva
abban, hogy a m. m. egyenl§ fiiggvényeket azonosaknak tekintjiikk. Pontosabban:
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LP(M) elemet fiiggvényekbdl alkotott ekvivalenciaosztilyok; nevezetesen két fiigg-
vényt akkor tekintiink ekvivalensnek, ha azok M nullmértékii részhalmazatdl
eltekintve egyenlSek.

p =+ esetében pedig tekintsitk az Osszes olyan f: M—K fiiggvényt, amely
valamely nullmértékii halmaztdl eltekintve korldtos. Ezek a fiiggvények a szokdsos
miiveletekkel vektorteret alkotnak. Vezessiik be ebben az

17 =, int 0[5‘{% /1]

normét, ahol A(E) az E halmaz Lebesgue-mértékét jeloli. igy (a m. m. egyenls
fiiggvényeket azonositva) nyerjitk az L=(M) Banach-teret.

Az L” terek vizsgélatiban fontos szerepe van a Holder-egyenldtlenségnek :

ha p, g olyan szampér, amelyre

lEp=to, 1=g=++o £ -1—+}—=
p q

(ahol specialisan p=1 péarja g=e, ill. p=o péarja g=1), akkor tetsz8leges

fELP(M), ge LY(M) fiiggvényekre fgcLY(M) és

[ [ fel = 1 f e - I8l acan- (1.3.1)

Ennek specidlis esete a Cauchy— Bunyakovszkij—Schwarz-egyenlétienség:
fL g€ L*(M) esetén fge L'(M) és

Mflfg! = || Sl - Hgleoe, = {ﬁ[ |f‘2}1/2'{f[g|2}1/2. (1.3.2)
M

Ezt az egyenlStlenséget a g(x)=1, xé M képlettel értelmezett g fiiggvényre alkal-
mazva adddik, hogy véges mértékli M halmazra f€L?*(M) esetén fCLY(M), azaz

L3(M) < LM(M), ha M mértéke véges. (1.3.3)

Az (1.3.2) egyenlStlenség alapjan tetszGleges f, g€ L2(M) fiiggvényekre értelmez-
het§ az

<f,g>=uff§

skaldrszorzat, ezzel L*(M) Hilbert-tér, és az fE€L*(M) elem normija

LAl = AN

Az LP(M) terek teljességérdl szolo tétel (Riesz— Fischer-tétel) szokdsos bizonyi-
tasa soran (l. pl. [2]-t) adédik a kovetkezd eredmény.

Ha egy (f;) fiiggvénysorozat norma szerint konvergens az LP(M) térben, akkor
van a sorozatnak az M halmazon m. m. (pontonként) konvergens részsorozata.

Végiil fontos szerepe lesz a késGbbiekben az LP(M) térbeli fiiggvények folytonos
fiiggvényekkel valdé approximécidjanak.
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6. tétel. Legyen 1=p<-+oo, MCR" mérheté halmaz és feL?(M). Ekkor meg-
adhaté olyan f;: R"—~XK folytonos fiiggvényekbél dllé sorozat, hogy

J_lipi I f=filmllrary = 0.

Bizonyitds. Terjessziik ki az f fiiggvényt az R" térre ugy, hogy az R™\\M hal-
mazon nullaval legyen egyenlS; a kiterjesztett fiiggvényt is f jelolje. Ekkor nyilvan

feLP(R"), és elég igazolni, hogy
,1_1_12 I f=filLerny = 0. (1.3.4)

Tekintve, hogy f€LP(R") akkor és csak akkor teljesiil, ha f valds és képzetes
része az LP(R") térben van, elég vizsgalni a valos f fiiggvények esetét.

Tovabba az

f=rr=f fr(x)=max{f(x),0}, f~(x)=max{-f(x),0}
felbontds alapjin az allitds redukalhaté nemnegativ f fiiggvények esetére, hiszen
JELF(R™ akkor és csak akkor teljesiil, ha fT¢LP(R") és f~€LP(R").

Legyen tehat fc LP(R") nemnegativ fiiggvény. Ekkor f7¢LY(R"), azaz f? integ-
rathaté az R” téren. Alkalmazzuk az 1. tétel kovetkezményét: eszerint az f? fiigg-
vényhez megadhatdk olyan g; =0 folytonos fiiggvények, amelyek R" egy kompakt
halmazan kiviil nullaval egyenl6k és

lim ([ 1f7—gj)=0. (1.3.5)
Rn
Megmutatjuk, hogy az f;=g}/? fiiggvények (jEN) kielégitik az (1.3.4) Osszefiiggést.
Valéban,

=S = 11 (1.3.6)

tekintettel arra, hogy tetszGleges a, b=0 és p =1 szdmokra fennall az
aP’+b? = (a+b)? (1.3.7

egyenlStlenség. Az (1.3.7) egyenl6tlenség igy igazolhatd:

-t = () )
V= tars = sl Tags) (138

a b
a+b L0

hiszen

i\

0

IIA

1A

=1,

a+b

1

kivéve az a=b=0 esectet, de ekkor (1.3.7) trividlis modon teljesiil. Az (1.3.8) egyen-
18tlenségbdl megkapjuk az (1.3.7) becslést. Az (1.3.6) becslés pl. f=f; esetén
a=f—f;, b=f; helyettesitéssel adodik az (1.3.7) egyenlStlenségbdl.

Alkalmazzuk a nyert (1.3.6) egyenlStlenséget:

Ji=fr= [ifr=1r= [1r7—sl
R” R”

Rn

ebbdl (1.3.5) felhasznalasival nyerjiik a kivant (1.3.4) limesz relaciét. e



~ Az LP(M) térrel kapcsolatban megemlitjiik még az LP () fiiggvényteret.

Legyen QcR” nyilt halmaz, 1 =p=+e. LP (Q) jelentse az olyan f: Q—~K
mérhetd fiiggvények Osszességét, melyekre Q tetszGleges K kompakt részhalmaza
esetében f€ LP(K).

Ismertnek tételezziik fel a linedris operdtor, a (valds, ill. komplex értéki{i) linedris
funkciondl fogalmat, valamint az ezekkel kapcsolatos olyan alapfogalmakat, mint
linedris operatorok, illetve funkciondlok dsszegét, szdmszorosdt és szorzatdt (azaz
kompozicidjat).

Felhasznéljuk a kovetkezd egyszeril allitast:

Ha X vektortér, A: X—~X és B: XX linearis operdtorok, amelyekre

AB = BA =1, (1.3.9)

ahol I az egységoperdtort jeloli, akkor az A operator inverze létezik, értelmezve
van az egész X téren és A~1=B.

Hasonléképpen nem részletezziik a linedris korldtos operdtor (azaz linearis folytonos
operator) és funkciondl, valamint ezek normdjdnak definiciéjat. (L. pl. a [20] tan-
kényvet.) JOI ismert tény, hogy barmely linedris korlatos operdtor a linearitds és
korlatossag, valamint a norma megtartasaval kiterjeszthet§ az értelmezési tartomany
lezardsara.

Legyen X Banach-tér. Ha A4: X-X linedris korlatos operator, akkor amennyi-
ben |A| nagyobb, mint az A operator spektrdlsugara, azaz lim (IIA"II%),(GN, akkor
a A szadm reguldris érték az A operatorra nézve, vagyis az (A—AI)~' operdtor
létezik, értelmezve van az egész X téren, korlatos operator, tovabba

1 = 4*

iD= 2
(A—=21) 7 k;; I (1.3.10)

ahol a sor (az un. Neumann-sor) operatornormaban konvergens.
A Hilbert-tér operatoraival kapcsolatban a kdvetkezG eredményeket fogjuk fel-
hasznalni. A tovabbiakban X legyen valamely Hilbert-tér.

Riesz tétele. Legyen A: X—~K linedris korldatos funkciondl. Ekkor megadhato
egvetlen olyan ye€X elem, hogy
Ax = (x,y), x€X;
igaz tovabbd, hogy | All=1ylx-

Gyenge kompaktsigi kritérium. Legyen (x;) korldros sorozat az X Hilbert-
térben (jEN). Ekkor ezen sorozatnak van gyengén konvergens részsorozata, vagyis
olyan (x}) részsorozata, hogy alkalmas xo€ X elemmel az X téren értelmezett tetszG-
leges folytonos linedris A funkciondlra

lim (A (x)) = A(x,).

Az X-b8l X-be képezd A linearis operatort (X Hilbert-tér) dnadjungdlmak nevez-

zik, ha @,=X és A adjungdltia Snmaga, azaz A*=A; szimmetrikusnak pedig
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akkor nevezzilk, ha 2,=X és A" az A operator kiterjesztése, azaz tetszSleges
x, y€9, elemekre
(Ax, ¥y = (x, Ay).

Eszerint minden Onadjungalt operator szimmetrikus. Egy X-b6l X-be képezd
A linearis operatort pozitivnak, ill. szigowiian pozitivnak neveziink, ha Z,=X ¢&s
minden x€2, esetén

{Ax, xy =0, illetve {(Ax,x) =0, ha x=0.

Komplex X Hilbert-tér esetében egy A linearis operator, melyre 2,=X, akkor
és csak akkor szimmetrikus, ha barmely x€Z, esetén (4x, x) valos. gy komplex
Hilbert-tér esetében minden pozitiv operdtor szimmetrikus.

E definiciokbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy szimmerrikus operdtor minden sajar-
értéke wvalds, a kiilonbozé sajdtértékekhez tartozd sajdtfiiggeények ortogondlisak .
tovdbbd egy pozitiv operdtor dsszes sajdtértéke remnegativ.

Ismeretes, hogy egy korlatos, onadjungdlt 4: X —~X operator normaja igy is meg-
adhato:

1Al = sup [(Ax, x)l. (1.3.11)
xXEX
xi=1

Egy A: X—X linedris operatort teljesen folytonosnak neveziink, ha minden kor-
latos halmazt feltételesen kompakt halmazra képez, azaz tetszGleges korlatos soro-
zatot olyan sorozatba visz &t, amelynek van konvergens részsorozata. Vilagos, hogy
minden teljesen folytonos linedris operator folytonos (azaz korldtos), tovabba egy
teljesen folytonos linedris és egy korlatos linearis operator szorzata teljesen tolytonos
linearis operétor.

Fontos szerepe lesz a késGbbiekben a teljesen folytonos operdtorok Fredholm-
Jéle elméletének. Ennek eredményét a kovetkezd tételben foglalhatjuk Ossze.

Tétel. Legyen A: X—X teljesen folytonos linedris operdtor. Ekkor az A ope-
ratornak legfeljebb megszdmldlhatéan végtelen sok sajdatértéke lehet.

— A 0-18l kiilonboz4 sajatértékek rangja véges (azaz véges sok linedrisan fiiggetlen
sajatelem tartozik hozzdjuk), a sajdtértékek csak a O pontban torlédhatnak.

— A 270 szdm az A operdtornak akkor és csak akkor sajdtértéke, ha 7 az
A* operdtor sajatértéke, A 6s L rangja egyenld.

— Minden 7.0 szdm, amely nem sajdtérték, reguldris érték az A operdtorra
nézve. Ezért, ha A#0 nem sajdtérték, akkor az Ax—2Ax=b egyenletnek bdrmely
beX esetén létezik egyetlen x€X megolddsa, amely folytonosan fiigg a b elemtél.
Ha pedig 170 sajdtérték, akkor az Ax-—J)x=b egyenlet megoldhatdsdganak sziik-
séges és elegends feltétele az, hogy b ortogondlis legyen az A*y—7y=0 homogén
adjungdlt egyenlet dsszes megolddsdra.

Végiil osszefoglaljuk a teljesen folvtonos dnadjungdlt operdtorokra vonatkozo
eredményeket.



Tétel (teljesen folytonos Onadjungilt operatorok sajatértékeirdl). Ha A: XX
teljesen folytonos onadjungdlt operdtor, A0, akkor Iétezik legaldbb egy nulldté]
kiilonboz3 2, sajdtértéke, éspedig

. , Ax, x)
Jal = | A] = sup [{4x, x)| = sup K, x) (1.3.12)
x<cX

sex  [x|?
( felhaszndltuk az (1.3.11) dsszefiiggést); 7, az A operdtor legnagyobb abszolit
értékii sajatértéke. A 1, sajatértékhez tartozo sajatelemeket az

K4x, x)|

T (1.3.120)

kifejezésbe helyettesitve, az felveszi a szuprémumdt. Ha ez a kifejezés egy x elemre
Selveszi a szuprémumdt, akkor x egy olvan 7 sajdtértékhez tartozé sajdtelem,
amelyre |A|=|2;].

A fenti tétel felhasznalasaval az 4 operator tovabbi sajatértékei a kovetkezd
moédon nyerhetdk.
Legyen x, egy, a 4,-hez tartozd sajatelem és

Xl = {XEXZ <X, x1> = 0}.

Ekkor x€X; esetén Ax€X;, tehat AI=A]X1 jeloléssel A,: X,;—~X; teljesen
folytonos 6nadjungalt operator. Ha A1¢0 akkor a fentiek alapjan kapjuk az
A, operator egy 1,70 sajatértékét (12,] =
is sajatértéke, amelyre

iAol = |44 = sup [{dx, x)| = sup (1.3.13)

llxll 1

A 4, sajatértékhez tartozd sajatelemeket az (1.3.12a) kifejezésbe helyettesitve, az
felveszi szuprémumat X;-en. Ha pedig (1.3.124) egy x elemre felveszi a szuprémumat

X,-en, akkor x egy olyan A sajatértékhez tartozd sajatelem, amelyre |A|=|2,l
Legyen x, a A, sajatértékhez tartozo sajatelem és

X, = {x€X: {x,x;) =0, {x, x,) =0}

Ha A,=A|y =0, akkoraz A, operdtor egy 4370 sajatértékét nyerjiik (|25 = 14s)),
amely az A operatornak is sajatértéke, és
[(x, )

T (1.3.14)

[Zg] = |4, = sup [Ax, x)| = sup
x€X

2
Ixit=1

Az eljarast folytatva, megkapjuk az A operdtor Osszes nemnulla sajatértékét és
sajatelemét. (Ha csak véges sok sajatérték van, akkor az eljards véges sok 1épés utan
véget ér, ellenkezd esetben az eljaras végtelen sok 1épésbdl 4ll.) A kiilonbozd sajat-
értékekhez tartozé sajatelemek — az elGbbiek szerint — ortogondlisak (minden
onadjungélt operator szimmetrikus). Az azonos sajatértékekhez tartozoé linedrisan
fiiggetlen sajatelemeket (nemnulla sajatérték esetében véges sok ilyen sajatelem van)
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a Schmidr-eljdrdssal ortogonalizdlva és normélva, a sajdtelemek egy ortonormdlt
rendszerét Kapjuk.
Az el6bbi meggondoldsok alapjan nem nehéz igazolni a kovetkezd tételt.

Hilbert—Schmidt-tétel. Legyen az A: X—X 1eljesen folytonos onadjungdlt nem-
nulla operdtor dsszes (véges vagy megszamidlhatéan végtelen sok), nullatdl killonbozd
sajdtértéke

Y P S

és a megfeleld ortonormdlt sajdatelemek :

X1s Xay oee -
Ekkor tetszéleges x€X esetén
Ax = 3 L {x, X)X, (1.3.15)
k

(az Osszeg véges vagy végtelen lehet).

Kovetkezmény. Legyen A: XX teljesen folytonos onadjungdlt operdtor, amely-
nek létezik az inverze. Ekkor a sajdtelemek ortonormdlt rendszere teljes az X térben.

Bizonyitds. Mivel A~ létezik, 0 nem lehet sajatériék. Legyenek az 4 operator
Osszes sajatértékei:
Ayshay e,

illetve a sajatelemek ortonormalt rendszere legyen
X1y Xay oon.

Elég megmutatni, hogy minden x¢X elem elSallithaté az xy, x,, ... ortonormalt
rendszer szerinti Fourier-sordnak Osszegeként.
Legyen x Fourier-soranak osszege x*:

x*= 3 ex, ahol ¢ = {x, x). (1.3.16)
k

Bebizonyitjuk, hogy x—x*=0. Ehhez elég igazolni, hogy A(x—x")=0 (ui. A in-
verze létezik). (1.3.15) és (1.3.16) alapjan

Ax—x*) = Ax—Ax* = 3 5,(x, xpx,— A (2 (x, x)x) =
: 3
= %’ (X, Xy Xy — g (x, x) Axy = %' 24X, X)Xy~ .?: X, xi) 24 %, = 0.

Ezzel megkaptuk a kivant eredményt. e
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1.4. A C(Q,)), C¥(@,) és Ck(Q) fiiggvényterek.
Az egységosztas tétele

Ismertetjiik a k-szor folytonosan derivilhaté (k=0 egész) fiiggvényekbdl all6 néhany
fliggvénytér definicidjat, majd részletesen foglalkozunk az altalanositott fiiggvények
(disztriblcidk) értelmezésében alapvet8 Cg°(2) fliggvénytérrel, és az ezzel kapcsolatos
egységosztis tételével.

1. definici6. Legven QCR" (n=1) 1etszbleges nyilt halmaz, k=0 egész szam.
C*(Q) jelentse az Q halmazon k-szor folytonosan differencidglhaté f: Q—~XK fiigg-
vények (sszességét, vagyis mindazon folytonos fiiggvénycket, amelyeknek minden
legfeljebb k-adrendii parcidlis derivdltja létezik és folytonos az Q halmazon. C*=(Q)
Jelenti az olyan f fiiggvények Osszességét, amelyekre f€ CHQ) bdrmely k=0 egész
szdmra teljesiil.

Vildgos, hogy a C*() halmaz vektortér (a fiiggvények kozotti szokdsos miivele-
tekre nézve). Megallapodunk abban, hogy C% Q) helyett a tovabbiakban 4ltaldban
C(Q)-t irunk.

2. definicio. Legven QCR" nyilt halmaz, Q, pedig olyan halmaz, amelyre
Qc Q@

(@ az Q halmaz lezdrasat jeldli). Jelentse C(Q,) az Q-en értelmezett olyan
folytonos [ fiiggvények Gsszességét, amelyekre flo€CH(Q) (0=k=c), és a
O=|a|=k (illetve k=oc esetén a 0=|at|<c) feltételt kielégits birmely « multi-
index mellett a 0°f fiiggvénynek létezik az Q, halmazravalé folytonos kiterjesztése.

Vilagos, hogy a C*(Q,) halmaz vektortér (a fiiggvények kozotti szokdsos miive-
letekre nézve).

Megallapodunk abban, hogy ha f az @Q halmazon kivill is értelmezve van, akkor
fECH(Q,) a definicié szerint azt jelenti, hogy flo€ C*(R,). Példiul az

0, ha r<0,
JSi)=11, ha 0=1=1,
0, ha =1

képlettel értelmezett f fiigevényre feC=({0, 1]).
3. definicié. Legyen Qc R nyilt halmaz, Q, pedig olyan halmaz, amelyre
Qc 9 cQ

k=0 egész szam. CE(Q,) jelentse azon feCH(Qy) fiiggvények dsszességét, amelvekre
bdarmely, legfeljebb k-adrendii o multiindex mellett 0*f korldtos.
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CE(Q)) nyilvan vektortér a filiggvények kozotti szokdsos miiveletekre nézve.
Ebben bevezetve az

If1= 3 suplof] (1.4.1)
o<ialzk @
normat, Banach-teret kapunk (l. a 3. feladatot).
Specidlisan, korlatos QCR” nyilt halmaz esetében

CE(D) = CX@).

tehat a C*(Q) vektortér az (1.4.1) normaval Banach-tér.

4, definicié. Legyen QCR" tetszéleges, nyilt halmaz. Egy [feC%Q) fiiggvény

tartéja (support)
supp f = O\ A4,

ahol A azon Q-beli pontok dsszessége, amelyeknek van olyan (nyilt) kiérnyezete,
amelyen az f fiiggvény nulla.

5. definicio. Legren QCR" tetszéleges, nyilt halmaz, CYQ) (0=k=) jelilje
azon CX(Q) térbeli fiiggvényvek dsszességét, amelyeknek tartéja az R™ tér egy kom-
pakt részhalmaza.

A C{(Q) az (1.4.1)-gyel normalt tér (de nem teljes tér).

Az feCHQ) relacib azt jelenti, hogy f olyan fe CHQ) fiiggvény, amely Q egy,
kompakt részhalmazan kiviil nulla. Nyilvdnvalé, hogy Q#R" esetén, ha f€CE(Q)
akkor a suppf kompakt halmaz az @ nyilt halmaz hataratél (amely R" nemiires,
zart részhalmaza) pozitiv tavolsigra helyezkedik el.

Kiilondsen fontos lesz a késGbbiek sordn (a disztribuciok tdrgyaldsakor) a Cg* (L)
fliggvénytér.

Megemlitjiik, hogy nem azonosan nulla analitikus fiiggvény nem tartozhat a Cg°(£2)
fiigavénytérhez. (Ismeretes ugyanis, hogy egy analitikus — az értelmezési tartomany
minden pontjdnak kornyezetében hatvanysor Osszegeként elGallithaté — fiiggvény
zérushelyei Q valamely pontjdban csak akkor torlédhatnak, ha a fiiggvény azonosan
nulla.) Nézziik meg, milyen egyszerii példat lehet adni nem azonosan nulla, Cy (R")
térbeli (a fentiek szerint sziikségképpen nem analitikus) fiiggvényre. A tovabbiak
sordn az alabbi példanak fontos szerepe lesz.

PELDA. Ertelmezziik az n: R"—C fiiggvényt a kovetkezd médon:
1
n(x) = { R (1.4.2)
0 ., ha lx=1.
Megmutatjuk, hogy n€Cg (R"). Ugyanis
in=yog,
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ahol o(x)=|x[?, x€R’,

1
lp(r):{e“l-f', ha r <1,
0 , har=1

Vildgos, hogy a ¢ fiiggvény az R” térben akarhanyszor differencidlhatd, tovabba
a  fiiggvény az r=1 pont kivételével R!-ben akdrhdnyszor differencidlhato.
A ¢ fiiggvény r=1 pontbeli differencidlhatésiga pedig abbdl kovetkezik, hogy
Y valamennyi derivaltjdnak bal oldali hatarértéke az 1 pontban 0. Ezért az n=yop
kompoziciofiiggvény akdrhdnyszor derivalhaté az R" térben. Végiil a (1.4.2) formula
alapjan vilagos, hogy

suppn = B,(0) = {x€R™: |x| =1}.

A fenti n fiiggvény felhasznaldsaval tovabbi példakat nyerhetiink Cy°(£2) térbeli
fiiggvényekre a kovetkez3 modon. Tetszleges £=0 szam mellett legyen

X
n:(x) = ¢.n [—8—]
ahol a ¢, pozitiv szdmot ugy valasztjuk meg, hogy teljesiiljén az

Sn.=1
o

Osszefiiggés, vagyis c£=s"‘( f r]]—l- Ekkor
R"

7ECe(R", 1,=0, suppn, =B,(0), [rn.=1 (14.3)
Rn

7. tétel. Tegyiik fel, hogy ucL*(Q) (azaz Q-ban Lebesgue-integrdlhatd) olyan
fiiggvény, amely Q egy K kompakt részhalmazdn kiviil m. m. nulldval egyenld.
Legyen

u,(x) = [u(nn.(x—y)dy. (1.4.4)
2

Ekkor u,cCy(Q), ha az & pozitiv szdm kisebb, mint a K kompakt halmaz és Q
hatdrdnak tdvolsiga (Q=R" esetén ¢ tetszbleges pozitiv szdm lehet). Ha a fenti
feltételeken kiviil u folytonos, akkor u, egyenletesen tart az u fiiggvényhez e¢—~+0
esetén; ha pedig uc LP(Q) (1=p=<co), akkor u, az LP(Q) tér normdja szerint tart
az u figgvényhez ¢~ +0 esetén.

Bizonyitds. a) Tekintve, hogy az #n, fiiggvény akarhanyszor differencialhat6 és
a B, gémbon kiviil nulla, tovabba uc LY(Q), azért u, a 4. tétel szerint tetszSleges
¢>0 mellett akdrhanyszor differencidlhaté (a derivaltak az ,,integraljel mogotti”
differencidldssal szamithatok ki).

Legyen e>0 kisebb, mint K és Q hatardnak d tdvolsiga. Vilagos, hogy azon
pontok halmaza, melyeknek K-tdl vald tdvolsdga legfelijebb e, @ kompakt rész-
halmazat alkotjak. Megmutatjuk, hogy ezen a halmazon kiviil #,(x)=0. Tekintsiink
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ugyanis olyan x€Q pontot, amelynek K-t6l val6 tdvolsdga d-nél nagyobb. Ekkor
() = [u()n(x—y)dy =0,
K

hiszen ycK esetén |x—y|=d, s igy n,(x—y)=0.
b) Tegyiik fel ezutdn, hogy uc CJ(£2). Ekkor az u fiiggvényt az Q tartomanyon
kiviil 0-nak tekintve, (1.4.3) alapjin

w®)—u® = [ @G- dy—u@ [n(x—y)dy =
Rn

Rn

= [ —u@n(x—y)dy = . [ () = u@)n.(x—y)dy,
R" (%)
igy
) —u@i= [ ) —u@n(c—y)dy. (1.4.5)

B,x)

Az u€C)(Q) fiiggvény egyenletesen folytonos, igy barmely a>0 szdmhoz megad-
hat6 olyan g&=>0 szdm, hogy

[y—x| <g esetén |u(y)—u(x)| < a.
Ezért (1.4.5) figyelembevételével nyerjiik, hogy O<e=g, esetén

u,)—u@| =a [ n(x—y)dy=a, ha xcQ,
B.(x)

ebbdl kovetkezik, hogy u, egyenletesen tart az u fiiggvényhez, ha e— +0.

¢) Vizsgdljuk meg az u€L?(Q) esetet. ElGsz6r megmutatjuk, hogy 1=p<eo
esetén minden &=>0 mellett
I Ue“LP(Q) = ”u”L"(Q)' (1.4.6)

Ugyanis p=1 esetén a Fubini-tétel (I. 1.2.) felhasznal4saval

[le@ldx = [luldx= [[[uO)in(—y)dy]dx =

ie R R" R"
= [l [ n(x=ydx]dy = [lu(z)ldy.
R» R” 2
Tovabba 1<p<e esetén a Holder-egyenlGtlenség és (1.4.3) alapjan

1 = [ WO —)dy = [ )=l G-yt dy =
R i

= [ [ lu)rn(x—p) dy]%~[ / m(x—y)dy]% =1/ lu(y)l”m(x—y)dy]%-
. i

R®
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Ebbdl a Fubini-tétel felhasznélasival:

[lu@pdx = [lu@rdx= [ [lu0)mx-y)dy]dx =
Q R"

R" RH
= [[ue)lF [nx=pydx]dy= [lulrdy = [lu()Prdy.
Rr R R" Lo}
Ennek alapjan |lu,—u| .», a kovetkezd mddon becsiilhets. Egy a=0 tetszSleges
szamhoz a 6. tétel folytan talalhaté olyan »€C(Q) fiiggvény, hogy

lu—vlLpeoy = a. (1.4.7)
Legyen

K;= {xEQ: X€B;, o(x,0Q) §%}, JEN.

(o(x,09Q) jeloliaz x pont tdvolsdgit az Q halmaz 9Q hatdratél.) A K; halmazok
nyilvdn Q kompakt részhalmazai, tovabba barmely x,€Q rogzitett ponthoz talal-
hatd olyan jéN, hogy j=j, esetén xy£K;. Ertelmezziik a g; fuggvényt a kovet-
kez8képpen:

1-2jt, ha 0 =¢t=—

g;() =

0, ha t>—;7,

és legyen
hj(x) = gj(Q(xa Kj))‘
Ekkor nyilvan
hicCXQ) és h;j(x) =1, ha x€K;.
Belatjuk, hogy
lim ([lo—h;vll @) jen = 0. (1.4.8)

Alkalmazzuk Lebesgue tételét (1. 1.2.) a (lo—h;o|");  fiiggvénysorozatra. A tétel
feltételei teljesiilnek, hiszen egyrészt tetsz8leges rogzitett x,€ Q ponthoz talalhato
olyan jyéN, hogy j=j, esetén x,EK;, azaz h(x))=1 teljesiiljon. fgy minden
rogzitett x,€Q pontra

tim (| (x0) — h; (x0) v (xg)|P)jen = 0.
Tovabbi
lo—h;ol? = [1—hpo}? = [o]?,

és |v|? integralhaté az Q halmazon. Ezért Lebesgue tételébdl valoban kovetkezik
(1.4.8).

Vegyiik figyelembe, hogy hv€Co(R), igy (1.4.7) és (1.4.8) alapjan megadhatd
olyan w¢ C)(Q), amelyre

) lu—wl Lo < 2a. (1.4.9)

Igy (1.4.6) felhasznéldsaval

1, — ull Loy = .= Weli Loy HIWe =Wl Loy + W — il 120y =
= [(U—=w)l Lreoy +IIWe— Wl Loy + W=l Lp(0) =
= 2lu—wl ey W, —wlreay = da+Iw,—wll 12 (q). (1.4.10)
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Az el@bbiek szerint w, egyenletesen tart a we C)(Q) fuggvényhez, igy
Jiquo ”WB_WHLP(Q) =0,

tehat (1.4.10) miatt valoban
elir{lo lug—ullpey = 0. @

Kovetkezmény. C;°(Q) mindeniitt siirii a supremum normdval ellatott  Cy(9)
térben és az LP() Banach-térben (1=p—<oo).

Ugyanis egy LP(Q)-beli fiiggvény tetszGleges elSirt pontossaggal approximélhatd
olyan LP(Q)-beli fiiggvénnyel, amely Q egy kompakt részhalmazan kiviil m. m.
nulla (I. az 5. feladatot).

Megjegyzés. A fenti bizonyitds csekély mddositdsaval igazolhatjuk a kdvetkezst.
Legyen ucL] (Q) (a definiciét 1. az 1.3. pontban), @’ pedig olyan nyilt halmaz,
amelyre az @’ halmaz Q kompakt részhalmaza. Ekkor elég kis &=>0 szdmra
#,€C=(2’). Ha u folytonos Q-ban, akkor ¢—-+0 esetén u, Q’-ban egyenletesen
tart az « fliggvényhez, tovabbad ucLp (Q) esetén (1=p<oo) u, az LP(Q) tér
normaja szerint tart az u fiiggvényhez, ha &— 4-0.

8. tétel. Legyen QCR" nyilt halmaz, KCQ kompakt halmaz. Ekkor megadhaté
olyan @cCy(Q) figgvény, amelyre @=1 a K halmaz egy kirnyezetében és
O=p=1.

Bizonyitds. Legyen d a K kompakt halmaznak és @ hatardnak, a 0Q zart
halmaznak a tavolsaga, azaz
d = o(K, 99Q).

Ismeretes (1. az 1.1. pontot), hogy d=0. Ertelmezziik az u fiiggvényt a kovetkezd
médon:

d
1, ha x€K?

u(x) = (1.4.11)

0, ha x¢€ Q\K%,
ahol K“ a kovetkez8 halmazt jeldli (a valamilyen pozitiv szam):
K* = {x€R": ¢(x,K) = a}, (1.4.12)
K* nyilvan szintén kompakt halmaz R"ben. Alkalmazzuk az 1. tételt az (1.4.11)-ben
megadott « fiiggvényre K::K;1 esetén. Konnyen lathato, hogy K;' és 0Q tavolsa-
ga legaldbb ;, igy pl. e:éf— mellett 1, C5(Q), tovabba x¢ Kg‘ esetén
Uy (x) = ![u(y)na(xw)dy = [nG—pdy = S M=y dy=1.

—_y) = —
K?® b=yl =7

Tehat a ¢=u, fiiggvényre a tétel allitasai teljesiilnek. @

37



Megjegyzés. A 8. tétel felhasznalasival a Lebesgue-integrlok transzformdacidja-
16l sz616 2. tételt a kovetkezS8kkel egészithetjiik ki.

Legyen f: Q —C olyan fiiggvény, amely az Q' nyilt halmaz egy K kompakt
részhalmazén kivill m. m. nulla. Ekkor — mérhet8 f esetén — fod mérhetd,
integrathatd f esetén fod integralhaté és az (1.2.7) formula akkor is érvényes,
ha nem tesszitk fel, hogy 9Q nullmértékii. (Tovdbba elég feltenni, hogy @ az
Q nyilt halmazon folytonosan derivalhaté és det ¢’ itt nem nulla.)

Ugyanis vélasszunk olyan yYeC; () fiiggvényt, amely K egy kornyezetében
1-gyel egyenlS. A 2. tétel @ helyett alkalmazhaté a @ leképezésre és Q helyett
az azt tartalmazé valamely gombre, valamint f helyett a f fiiggvényre (az Q
halmazon kiviil @-t és f-et nulldnak tekintjiik). fgy megkapjuk, hogy mérhetd f ese-
tén Yfoy® mérhets, vagyis fod mérhetd (Yfoy®=fod, hiszen a K halmaz
egy kornyezetében Y =1), tovabba integrilhaté f esetén (Yfoys®)|det (Y P)|
integrdlhatd, vagyis (fo®)|det @’|, és igy |det @’|20 1évén fod is integralhatd
és igaz az (1.2.7) formula.

9. tétel. (Az egységosztas tétele.) Legyen KCR" olyan kompakt halmaz, amelyet
lefednek az Q, Q., ..., Q,, nyilt halmazok:

kc U Q. (1.4.13)
j=1

Ekkor megadhatdk olyan ¢;€Cy(R") fiiggvények, amelyekre
suppo; C Q;, O0=9;=1
és

J

S ;=1 (1.4.14)
=1
a K halmaz egy kirnyezetében.
Bizonyitds. ElGszor bebizonyitjuk, hogy léteznek olyan G, G,,..., G, nyilt
halmazok, amelyekre
G] kompakt, Gj C Qj (j = 1, 2, cany nl)
és

k< UG, (1.4.15)
ji=1

Els§ Iépésként megmutatjuk, hogy €, helyettesithet§ olyan G, nyilt halmazzal,
amelyre

G, c Q, kompakt é KcC G1U(U Qj].
J=2
Ugyanis (1.4.13) folytan Q, tartalmazza a
K= K\(U Q ,]
j=2
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kompakt halmazt. Legyen d=¢(K, 09Q,); ekkor
d
G, = 3x: g(x,]?)<—2— oK

nyilt halmaz, melyre nyilvin G,c Q, teljesiil.

G, megvalasztdsa utdn G, az el6bbi gondolatmenettel nyerhet3, ha azt a
Gy, @, ..., Q,, nyilt halmazokra alkalmazzuk, €, helyett Q, esetében. A kapott
G, nyilt halmaz olyan lesz, amelyre

G, c Q, kompakt é KcC G1UGzU[03 Qj).
=
Az eljarast folytatva, m 1épés utdn a kivant (1.4.15) tulajdonsigu Gy, G,, ..., G,
nyilt halmazokhoz jutunk.

A Gy, Gy, ..., G,, halmazok megvdlasztdsa utdn alkalmazzuk a 8. tételt a K;=G;
kompakt halmazra és az £; nyilt halmazra (j=1,2, ..., m). fgy a kovetkezst
kapjuk: léteznek olyan y;€Cy°(Q;) fiiggvények, amelyekre

Y; =1 a K; halmaz egy kornyezetében és 0 = y; = 1. (1.4.16)

A y; fiiggvényeket az Q; halmazon kiviil tekintsiik azonosan nulldnak.
Legyen

O1=VY1, 0, @5 =Y;(1=V)..A=Y;-), (=2,...,m) (1.4.17)
ekkor nyilvan
¢;€Cs”(R"), supp ;CQ;,
és (1.4.16) alapjan
O0=¢;=1
A ¢; fiiggvények igy is irhatok:
pr=1-0=yy), ... 0; =
= (1—'//1)-~~(1“¢j—1)‘(1—¢1)~--(1—¢j—1)(1 _'l’j), (G=2,...m).

Ennek alapjan vilagos, hogy

205 = 1=y (1—¥) .. (=),

Ebbdl (1.4.16) felhasznaldsdval adddik, hogy Zm’ @;=1 a K halmaz egy kdrnyeze-
i=1

tében.
Tehat az (1.4.17) képlettel megadott fiiggvények kielégitik az (1.4.14) feltéte-
leket. @

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a 9. tétel feltételei, tovabba K; olyan
kompakt halmaz, hogy K, Q; valamely j, indexre. Ekkor a tételt a

KcC QJ°U(,H- QNK))

(93]
=]



befedésre alkalmazva, olyan ¢;€Cy’(R2;) fiiggvényeket kapunk, amelyekre teljesiil

(1.4.14) és rdadasul
¢;, = 1 a K; halmazon,

hiszen a K; halmazon ¢;=0, ha j#j,.
Végiil vizsgaljuk meg egy f€Cy(R") fiiggvénynek az n-dimenzids trigonometrikus
rendszer szerinti Fourier-sorfejtését.
10. tétel. Legyen fcCy°(R") olyan fiiggvény, amelyre
supp fCKZ(0) = K,(0) = {x: |x;] <a, j=1,2,..., m}.
Ekkor az f fiiggvénynek az

x - Qa) TtV p=(By, ..., B), Bjegész (1.4.18)

fiiggvényrendszer szerinti Fourier-sora egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez,
és tetszoleges o multiindex esetében a sort tagonként 0% szerint derivdlva, a kapott
sor egyenletesen tart a 0°f fiiggvényhez a K, (0) kockdban.

Bizonyitds. Az (1.4.18) képlettel értelmezett ¢, fiiggvények ortonormalt rend-
szert alkotnak az L?(K,(0)) térben, hiszen

_ 1
DPp> Pg) = PpPp = T3
< B B> Ka‘{;) BYB (Za) X0

1 X ) Lo ite-)s, {0’ ha f 5 ',
== es A = —— ea iy =
2a)" ,;(/f:) (2a)" jg _'[ J 1, ha g =p,
ugyanis ismeretes (és konnyen ellenérizhetd is), hogy a

b4
x, )
et (k egész)

{— ]/i;
fiiggvények ortonormalt rendszert alkotnak az L*[—a, a]) térben. Az is ismert,
hogy ez teljes ortonormalt rendszer.* Ebbél az aldbbi allitds segitségével kovetke-
zik az (1.4.18) fiiggvényrendszer teljessége. Ha i, Y., ... teljes ortonormdlt rend-
szer az L*(M;) térben (M;CR" mérhet§ halmaz), és y,, y2, ... teljes ortonormalt
rendszer az L*M,) térben (M,CR™ mérhetd halmaz), akkor a

YiXm, j=12,.., 1=12,..

fiiggvények (a direkt szorzat definici6jat 1. az 1.1. pontban) teljes ortonormalt rend-
szert alkotnak az L*(M, X M,) térben. (L. a 2. feladatot.)

* Bz kozvetleniil adodik abbol, hogy a n—e™** fiiggvények (k egész) teljes ortonormalt rendszert
alkotnak az L*((—m=, n]) térben.
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Mivel az (1.4.18) rendszer teljes ortonormalt rendszer, azért az f€Cy(R")C
cL¥K,(0)) fiiggvény Fourier-sora el8éllitia az f fiiggvényt és a sor L¥K,(0))
norméja szerint konvergens:

f= 7?: Cpp- (1.4.19)

Megmutatjuk, hogy a sor abszolut és egyenletesen is konvergens, cs ugyanez iga? asor
tagonkénti formalis derivalasaval nyert sorokra is.
valasardl sz616 ismert tétel szerint — kovetkezik a tétel allitasa. Vegyuk az (1.4.19)
sor tagonkénti @*-derivaltjat; igy a kovetkezd sort kapjuk:

% cﬂé"(,op,
ahol
& 9p(%) :(_251372[1. %] FeT
és
pr=pr. B
Tehat

N L (nJia .
10" = — 1= s
t() (Pﬂ(x)I (za)n/z a ;ﬁ I
s igy elég igazolni a kovetkezd szamsor konvergencigjat:
2 leal - 18%]- (1.4.20)

A cg = (f, 0p)

Fourier-egyiitthatokat parciélis integralassal becsiilhetjiik, pl. f;#0 esetén
f€C (R, supp fC K, (0) folytan ,,x, szerint” parcidlisan integrélva:

={figp = (2a),,,u ff(x)e'i§*<ﬂ,x> dx =

K, ©
. 1 *!‘E(ﬂ, X 3.
e, f 0.1) () dx.
! i —ﬁl
Ilyen 1épések ismételt alkalmazasaval nyerjiik, hogy
1 x
b= [ N,

(7a)n/2( a]'yl ﬁ'n )

ahol y=(yq, ..., Y0 'tetsz()'leges multiindex, amelyre y;=0 egész és f;=0 esetén
y;=0; tovabba B¥=pf!... i, megéllapodva abban, hogy ,,0°=1". Ezért az ilyen
v multiindexekre :

1
97 1.4.21)
2 Wz(aJi Iﬁ J‘;l 11 (

Icpl =

41



Az (1.4.21) becslésbdl kovetkezik az (1.4.20) szamsor konvergencidja. Ugyanis
valasszuk a y=(y, ..., 7,) multiindexet a kévetkez8képpen:

{ 0, ha §;=0,
/'J— a1+2, ha ﬂj?fO.
Ekkor
o .k
lcgl« |B%] = ——, (1.4.22)

i

ﬂj#O

ahol k a B indextdl fiiggetlen dlland6 (de természetesen fiigg az o multiindextdl,
az f fiiggvénytdl és az a szdmtdl). Tekintve, hogy

1 = 1 e 1
Z——=[+2 # -+, 2 g ==
’ AL om0 Boeo "

B,#0

azért az (1.4.22) egyenlGtienségbdl kovetkezik az (1.4.20) sor konvergencidja. e

1.5. Felszini integral

ElSsz6r megadjuk az R" térben bizonyos (n—1)-dimenzids feliilettipusok definicié-
Jt, majd értelmezziik az ilyen S feliileteken definidlt fliggvények integriljat.

6. definicio. Legyen QCR" (n=2) korldtos tartomdny (azaz korldtos osszefiiggd
nytlt halmaz). Azt mondjuk, hogy a hatdrpontok 0 halmaza k-szor folytonosan
derivdlhaté (n—1)-dimenzids feliilet (k természetes szdm), ha 0Q minden x, pont-
Jdnak megadhaté olyan

T = (a,, by) X(as, by)X... X(a,, b,)
tégla kornyezete, hogy a 0QMNT halmaz egy alkalmasan vdlasztott koordindta-rend-
szerben egy k-szor folytonosan differencidlhaté f fiiggvény grdfja legyen. Pontosabban:
alkalmas (xqt6l fiiggd) | szammal (I=1,2, ..., n)

OQNT = {x = (Xg5 s Xpy ooy X070 Xy = F X1y cos Xjoqy Xpp1s ooes Xn)s (1.5.1)

(xls vy Xp—1s Xpgpgs eees ) n)ETl}s

ahol
SECK(T,
Ty = (ay, b)) X... X(a1-1, bi_1) X(a1415 b1y 1) X... X(an, by); (1.5.2)
és QNT az
X< f( Xy coes Xyoqy Xpggs eoes Xp)
vagy az

X = f (X coes X1y Xpi1s eoes Xn)

egyenlbtlenséggel jellemezhetd T-beli pontok dsszessége.
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Megjegyzés. Mivel 0Q az R" kompakt részhalmaza, igy a fenti definicié felté-
teleinek teljesiilése esetén 9@ befedhetd véges sok téglaval ugy, hogy a #Q halmaz-
nak barmelyik téglaba esd része — alkalmas koordin4ta-rendszerben — egy k-szor
folytonosan derivalhaté fiiggvény grafja.

7. definicié. Legyenek U, VCR" korldtos tartomdnyok, és ®=(®,, ..., ?,): U~V
olyan k-szor folytonosan derivdlhatd leképezés (azaz amelyre a @; koordindta-
fiiggvények k-szor folytonosan derivalhatok U-n), amely az U halmazt a V hal-
mazra képezi le kélcsindsen egyértelmii médon, tovibba & inverze, a @ leképezés
k-szor folytonosan derivdlhaté V-n (igy sziikségképpen & Jacobi-determindnsa sehol
sem nulla). Ekkor azt mondjuk, hogy ® C* diffeomorfizmus U és V kozott.

8. definicié. Legyen QcCR" korlitos tartomdny (n=2). Azt mondjuk, hogy
Q lokdlisan téglaszerii, ha 0Q minden x, pontjdhoz megadhaté olyan U3x, tar-
tomany és olyan & C* diffeomorfizmus az U és valamely VCR" tartomdny
lezdrdsa kozétt, amely az UNQ halimazt egy T=(a,, b)) X... X(a,, b,) téglatestre
képezi le, az UNOKQ halmaz képe pedig a T téglatest egy lapja, vagy T bizonyos
lapjainak unidja.

Megjegyzések. 1. Mivel 90Q az R" tér kompakt részhaimaza, azért ha a fenti
definici6 feltételei teljesiilnek, akkor 92 befedhets véges sok olyan Uy, U, ..., U,
tartomannyal, hogy megadhatok @Y C! diffeomorfizmusok U; és valamely
V; tartomdny lezdrdsa kozott (j=1,2,...,m), melyekre U;NQ képe egy
T=(a;, b)) X...X(a,, b,) tégla (feltehetd, hogy minden ; indexre azonos tégla
adédik, hiszen két tetszdleges tégla kozott megvaldsithaté egy linearis leképezés),
U;N0Q képe pedig T egy lapja, vagy T bizonyos lapjainak egyesitése (U;N9Q
képe fiigghet a j indextdl).

2. Ha 0Q k-szor folytonosan derivalhaté (n—1)-dimenziés feliilet (k=1), akkor
Q lokalisan téglaszer(i tartomany. Ugyanis ha pl. 9QNT (1.5.1) alaku elG4llitasa-
ban [=n, azaz az x,£0Q pont T=(a;, b)X...X(a,, b,) tégla kornyezetében

0QNT = {x = X1y ooy Xno1s Xp)1 Xy =f(X15 oees Xpo1)s (X5 oo, xn-l)ETn}’

ahol feC*(T)), és
Tn = (als bl)>< X(an—la bn—l)s

akkor 7, esetleges zsugoritdsival elérhetd, hogy

a,=1inf f=a, é b,=supf<bh,
n T"

teljesiiljon. Tegyiik fel, hogy QNT az x,<f(xy, ..., Xx,_1) egyenlStlenséggel
jellemezhet8 T-beli pontok Osszessége. Ekkor a
@1()61, ceny x,,) = Xys eees ¢,,_1(x1, “en x,,) = Xp—1s

¢n(xl, eey xn) = x,,—'f(xl, ceny x,,_l)
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n
byl ———
bu i
b’ }___n__.________ XI'I =f(X],“..,Xn_,}-rbn
n
b"{ U Xn =f(X7/.A.,,Xn_1)
n
b ——-
o / X =F (X0 Xp_y) =
apfe——-
i e
| !
{ 1
P
n X

1. d@bra

képletekkel értelmezett ¢=(@,, ..., ?,) fiiggvény az
U= {(x15..or %) fGrs ooy Xpm) =y < Xy < f (X1, o0y X-1)+ by
(xla cery xn—l)ETn} cT
tartomany — ahol a/=a,~a, b,=b,—b,—ésa
V= (a1’ b1)><“' ><(arz*-l, bn—l)x(“ar/ll’ bl’;)
tégla lezarasa kozotti C* diffeomorfizmus, mégpedig olyan, hogy UMQ képe az
([[1-; bl)x X(an—l, bn—l)x(_a;” 0)
téglatest, UNIQ képe pedig a
T, x {0}
lap.
3. Nem nehéz belatni, hogy a Q=(a, b))} QCR"*! henger lokalisan téglaszerd,
ha QcR" lokalisan téglaszer{i tartomany. (L. a 7. feladatot.)

9, definicié. Az ScR"kompakt halmazt (n=2) lokdlisan téglaszerii (n—1)-
dimenziés felilletdarabnak nevezziik, ha S minden x, pontjdhoz megadhaté olyan
U3x, tartomdny és ® C* diffeomorfizmus U és valamely V tartomdny lezdrdsa
kézott ugy, hogy SNU képe valamely T=(ay,b))X...X(a,,b,) téglatest egy
lapja, vagy T bizonyos lapjainak egyesiiése.

Megjegyzések. 1. A fenti definicio feltételeinek teljesiilése esetén az S kompakt
halmaz befedhetd véges sok Uy, U,, ..., U, tartoménnyal és megadhaték & C?
diffeomorfizmusok (_Ij és alkalmas ¥; tartomdny lezdrdsa kozott (G=12,..,m),
melyekre SNU; képe egy TcV; tégla egyik lapja vagy T bizonyos lapjainak
uniéja (nyilvan feltehetd, hogy a T tégla nem fiigg a j indextdl).
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2. A 8. definici6 alapjan vildgos, hogy ha az Qc R”" korldtos tartomdny lokélisan
téglaszerli, akkor 0Q lokalisan téglaszerii feliiletdarab.

3. Ha S;cR" lokalisan téglaszerii (n—1)-dimenzids feliiletdarab, akkor
S={a, b]X S;C R"*1 lokalisan téglaszerii n-dimenzids felilletdarab. (L. a 8. feladatot).

10. definicié. Legyen az ScR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerii (n—1)-
dimenzios feliiletdarab (n=2), és g: S—C adott fiiggvény. Vegyitk az S felilet-
darab valamely befedését a 9. definicio utdni 1. megjegyzésnek megfelelGen:

scyu;. (1.5.3)
j=1
tekintsik a @; C* diffeomorfizmusokat U; és V; kézott, melyekre
POU) =V, DT,
tovdbba az (1.5.3) befedésnek megfelels egységoszidst (1. a 9. tételt), azaz legyenek
W, €Cy (U olvan fiiggvények, melyekre

’Z” Vi(x)y=1 § egy kirnyezetében. (1.5.4)
Jj=1

Azt mondjuk, hogy a g fiiggvény az S feliileten Lebesgue-integrdlhatd, ha minden
i=1,2,...,m indexre
jgol@)
Lebesgue-integrdlhaté a ®9(SNU)) téglatestlapon, illetve -lepokon. Ekkor a g fiigg-
vény S feliileten vett integrdlidt (g felszini integrdljdt) igy értelmezziik:
[gdo=S5 [ (gc[@]NID,, (1.5.5)
S F1eWwEny)
ahol az integralds R"~'-beli téglikon vett integrdldst jelent, tovabba ®YV(SNU;) egy
IoX X oy X o Xy XX

alakii részén (egy téglatestlapon) — ahol I, CR* véges, zdrt intervallum és p=p; — D;
a kovetkezd vektorértékii determindnst jeldli, megdllapodva abban, hogy @ helyett
rovidség kedvéért @-t irunk:

€y €y [

H@Y, (P, (DY),

D; = |0,1(@ Y 9,1 (@ D)y ... Dur(@7N, | (1.5.6)
a[t+1(qj-1)l (()u-}—l(d)_])‘z ((),u-n‘—l(@vl)"

8n((p_l)l ?)n((p-‘l)‘Z (r)n(q)_l)n
e, =(1,0,..,0), e,=(0,1,0,...0), ..., e, =(0,0,...0.1).

A definiciot az alabbi tétel alapozza meg.
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11, tétel. Legyen az SCR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerii (n— 1)-dimenziés
feliletdarab (n=2). Ekkor egy g: S—C fiiggvény integrdlhatésdga és a g fiiggvény
integrdlja nem fiigg az (1.5.3) befedés, a @9 C diffeomorfizmusok és az (1.5.4) egység-
osztds meguvdlasztdsdtdl.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a 10. definici6 feltételei teljesiilnek. Vegyiik az S hal-
maz egy masik,

q
Sc U U]*
=1
befedését, mas, pl. @ C! diffeomorfizmusokat U; és V;* kozott, amelyekre

eOUF =V o T.

tovabba olyan Y€ Cy(U}) fiiggvényeket, amelyekre Zq: Yi(x)=1 az S egy kor-
=1

nyezetében.
Ekkor (1.5.4) alapjan

Uigol@)™ = Sy igele] ™ = 2 bigol0V] o (0o (0],
' (1.5.7)

a) ElSszor belatjuk, hogy yFgo[@P]! integralhaté a téglatestlapokbdl 416
oP(SNU}Y) halmazon.

A Y;Yfgo[®P]71 fiiggvények a feltevésiink alapjan integralhatok a (téglatest-
lapokbél all6) @9(SNU;) halmazon, illetve az ennek (R"~*-értelemben zirt, s igy
mérhet8) részhalmazat képez8 &Y(SNU;NU}) halmazon. Tovabba ¢V o[dP]1
(n—1)-dimenziés C* diffeomorfizmust hatdroz meg a ®V(SNU;NT;) és a
¢V(SNU;NU;) halmazoknak az egyes téglatestlapokon fekvd részei kozott
(hiszen mind a fenti leképezés, mind annak inverze folytonosan derivalhaté (n—1)-
dimenziés leképezés). Ezért a 8. tétel utdni megjegyzés alapjan az (1.5.7)-ben a
Y ¥ gol®@P] 1 fiiggvény integralhaté a ®P(SNU;NT}) halmazon. E megjegy-
zés feltételei teljesiilnek, mivel a @Y (SNU;NUT;y) halmaznak az egyes téglatest-
lapokra es§ darabjai (n—1)-dimenzidés nyilt halmazok lezarasanak tekinthetdk
(a #V(SNT;NT;) halmaz a széban forgd téglatestlapok, valamint a ¢V (U;NU})
tartomany kozds részének lezarasa), tovabba suppy;,cU,, és suppy,cU}
folytdn a y;yfgo[@]~! fiiggvény a széban forgd (n—1)-dimenzids nyilt halma-
zokon egy-egy kompakt részhalmaz kivételével nullaval egyenld.

fgy a yFgo[@P]1 fiiggvény integralhatd a

1

o0(s N T7) = U o(sNT,NT;)
f=1

J
halmazon.
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b) Ezutan megmutatjuk, hogy a kétféleképpen szamitott felszini integral egyenld,
azaz

Wsgol@VI D) = 3 [ @ieel@®1MIDj.  (1L58)

I=lewsngy e snon

Az a) részbeli meggondolasok alapjan

n

Wgol@N D)= 3 3 [ Wiv;eol0@])|D,.
)

=lewEng) JI=11=1g9uxsnp,nuf
m q §
Wigol@PI YD = 5 > [ WiYgo[@P17Y)|Df).
=1’ @nul) I=11=10{ sAy,nodH

Ezért (1.5.8) igazolasahoz elegendd megmutatnunk, hogy

Wiv;go[@W) )| D)| = [ iv,go@-Y D).

oYW srip,noph o (s0g,nUH
(1.5.9)

Az (1.5.9) egyenlSséget a 8. tétel utdni megjegyzés alapjan a &P o[PP] 1 leké-
pezés 4ltal meghatarozott ((n—1)-dimenziés halmazokra vonatkozd) integral-
transzforméciéval kapjuk meg, csupan azt kell megmutatnunk, hogy ennek sorin
ID;| a |Df| Kkifejezésbe megy at.

Tekintsik a ®Y(SNU;NT;}) halmaznak egy, az I;X...xI,_;x{o,}x
X141 X ... X1, téglatestlapon levs olyan részét, amely a @D o[dP]~1 leképezés-
sel az LX... %I,y X {a} X I, .1 X... X1, lap egy részhalmazaba megy 4t. ((1.5.9)
igazoldsakor véges sok ilyen tipusu integréltranszformaciot kell végrehajtani.)
Ezeken a halmazokon (1.5.6) alapjan a @P=¢ é &L=, jeloléssel:

e e ... e,
01(P7), 01(P7Yz ... (7Y,

D;=0,1(@ Y, 8,1 (D V... dy—r (@ V)], (1.5.10)
Op+1 (7)1 0,41 (P Dy .. 0,1 (27Y),
DD, D (D7D, ... 0,87,

el ez e e,’
0 (P51, (PN ... 01(P5Y),

DF ={0y_1 (@77 D,r(®5 ;.. Dy_y (@5 |- (1.5.11)
av+1(¢;1)1 3v+1(¢*—l)2 3v+1(¢;l)n

3)! (d.j;l)l 311 (¢;1)2 o an (¢;1)n

Vezessiik be a Y=dod;! jelolést, és tekintsiik a ¥ leképezést a fent emlitett
téglatestlapokon levd halmazok kozott mint (n—1)-dimenzidés halmazok kozotti
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Ct diffeomorfizmust. Azt kell megmutatnunk, hogy
[ID;lo¥]- |det Y| = |Df. (1.5.12)

ahol det¥” a ¥ leképezésnek (mint (n— I)-dimenzids leképezésnek) a Jacobi-
-determindnsa. A jelolések egyszertiisitése céljabol legyen v=pu=n; ekkor (1.5.10),
(1.5.11), valamint @ '=@ 1oy felhasznaldsival

€, €y €,
D= | M@ h(Pi)s ... 1 (P5Y), ,
[ . =
an-—l((p;l)l (()n—l((pi‘f_l)’z (r)n—l((p;l)n
e ey ... e, ", LWy VW, ‘
- 0, (@71, (@71, ... 0,(P7h), Wy :
({)n—l((p—l)l an—l((p_l)‘.’"‘(()12—1((1)_1)11 (()n—‘ll‘ul an—'lWZ"'an—lqln—l

(1.5.13)

Az egyenlGség igaz voltdit mar nem nehéz belatni. Ugyanis a bal oldalon levé,
valamint a jobb oldali els§ determindnst az els§ sor szerint kifejtve kapjuk, hogy az
e, €y, ..., ¢, vektorok egyiitthatéi (1.5.13) két oldalan egyenlSk, hiszen pl. ¢
egyiitthatja a bal oldalon az R"7'-b8l R""-be képezé [(P77),, ... (@7, Jo¥
fiiggvény derivalt matrixdhoz tartozé determinans (a leképezés Jacobi-determinansa).
A kompozicidfiiggvény derivalasi szabdlya szerint az utébb emlitett matrix meg-
egyezik a [(@7Y,, ..., (@7Y),] leképezés derivalt matrixa és ¥ kompozicidjanak
a ¥ derivalt matrixdval képzett szorzataval. Mivel a szorzatmadtrix determinansa
egyenld az egyes tényez8khoz tartozd determinansok szorzatdval, igy valoban meg-
kapjuk az (1.5.13) Osszefiiggést, amib8l kovetkezik a kivant (1.5.12) egyenl8ség,
majd az (1.5.9) egyenlGség. Ezzel a tételt teljes egészében bebizonyitottuk. @

Megjegyzések. 1. Vildgos, hogy tetsz8leges g: S—C folytonos fiiggvény integ-
ralhaté az S lokadlisan téglaszerii feliiletdarabon.

Definicio. Az x—1, x€S fiiggvény integrdljat az S feliileten az S feliilet fel-
szinének nevezziik.

2. Legyen specidlisan S egy R"~'-b3l R-be képezd folytonosan derivilhatd
h figgvény grafja, pontosabban

S = {(xl* e xn—]*xn): Xp = h(xla tres xn——])’ (xlﬂ Tres xu—l)e T}-

ahol TcR"-' tégla. Ekkor S lokdlisan téglaszerdi (n—1)-dimenzids felilletdarab.
A 9. definicié utdni megjegyzésnek megfelelen S most egy U tartomdnnyal
befedhet (m=1): a @ C' diffeomorfizmus lehet a kovetkezd (vd. a 8. definicié
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utani 2. megjegyzéssel):
@1(x1, ceey x") = X5 ooy ¢n_1(xl, ey x") =

, = Xp-1> ¢n(x19"'*xn)=xn_h(x1>"-’xn—l)’
igy

(45"1)1(})1, cery yn) = yla ceey (¢—l)n—1(y19 ey yn) =

=yu—1> (@—l)n(yl’ L] yn) = yn+h(y1’ AARE1 yn-l)'
Tehét az (1.5.6) determinans a jelen esetben ilyen alaku (S az {(31, ..., ¥,): ¥,=0,
(P15 s Pu-1)ET} téglatestlapba megy 4t):

€ €3...€,_1 €,
1 0..0 04
D: 0 1 ...0 32h )

00..1 9, h

fgy |D|=V1+(0.,h)*+ - +(0,_1h)*. Tehat (1.5.5) szerint egy g: S—~C fiiggvény
integrélja igy szamithatd ki:

fgda = _/‘(g0¢-1)lD’ = fg(yls --'syn-l)h(yh "-’yn—l)><
N T T

XV1+@1h2+ ... +(04-18D) (P1s ooy Vo) APy dYp_1. (1.5.14)
3. Ha az QcR" korldtos tartomany hatidra egyszer folytonosan derivalhaté
(n— 1)-dimenzids feliilet, akkor a 6. definicié utdni megjegyzés szerint 9 befedhets
véges sok téglaval oly mddon, hogy a 02 halmaznak barmelyik téglaba esd része
egy egyszer folytonosan derivalhaté fiiggvény grafja. fgy a @ C? diffeomorfizmu-
sokat a 8. definicié utdni 2. megjegyzésnek megfelelSen vilasztva, ha egy f: 9Q2-~C
fiiggvény integraljat az (1.5.5) formula szerint szamitjuk ki, akkor a jobb oldal egyes
tagjai (1.5.14) tipust integralok lesznek, azzal a kiilonbséggel, hogy g helyett
;g szerepel (és kiilonféle helyzetd téglatestlapok vannak 7 helyett az egyes integ-
ralokban).

11. definicio. Legyen az ScR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerii (n—1)-
dimenzids feliiletdarab. Egy M C S halmazt az S feliileten nullmértékiinek neveziink,
ha véve az S feliiletdarab valamely (1.5.3) befedését és ®Y) C, diffeomorfizmusokat
U; és V; kozorr (I. a 9. definicié utdni 1. megjegyzést), fetszéleges K;CU;

(j=1,2,...,m) kompakt halmazokkal ®(K;N\M) nullmértékii (a T téglatest-
lapokon mint (n— 1)-dimenziés halmaz).

A 8. tétel utani megjegyzés alapjan lathatd, hogy a 11. definicié korrekt: fiiggetlen
az (1.5.3) befedés és a oW C? diffeomorfizmusok megvalasztasatél. Konnyen l14t-
hatd, hogy pl. minden véges vagy megszdmldlhatéan végtelen sok pontbdl 4ll6
halmaz az S-en nullmértékii (I. a 9. feladatot).

A felszini integral szdmunkra szitkséges legfontosabb alaptulajdonsagait a kovet-
kez§ tételben foglaljuk &ssze.
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12. tétel. Legyen az SCR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerii (n—1)-dimenziés
Seliletdarab.

Ha f:S—~C integrilhaté az S feliileten, akkor az f fiiggvényt S egy null-
mértékii részhalmazdn megudltoztatva, f integrdlhatésdga és integrdlja nem vdltozik.

Ha f,g:S—~C integrdlhaté fiiggvények S-en, akkor tetszéleges 7., 2,6C szd-
mokra Ay f+A,g is integrdlhaté az S feliileten és

3[ (hf+hag)do =)y [fdo+), [gdo.

g § 3

Integrélhaté f=0 fiiggvényre f fdo=0, és f fdo=0 akkor és csak akkor, ha
s s

f=0 m.m. az S feliileten.
Ha f, g olyan integrdlhato fiiggvények, melyekre =g, akkor

ffdaz [gdo.

Ha f:S-C integrdlhaté az S feliileten, és f m.m. (azaz S-en nullmértékii
halmaz kivételével) korldtos, akkor

| [fdo| = [1f1do = sup|f|-u(S),
N N
ahol u(S) az S feliilet felszinét jeloli.

Bizonyitds. Csupadn a nemnegativ fiiggvény integraljardl sz6l6 3. allitds szorul
bizonyit4sra; a tobbi allitis ebbdl és a 10. és 11. definiciobdl igen konnyen adédik
(I. a 14.—16. feladatot).

Ha belatjuk, hogy az egységosztds tétele szerint (9. tétel) az (1.5.4)-ben szerepls
¥; fuggvények vilaszthatok nemnegativnak, akkor (1.5.5) alapjan azonnal adédik,

hogy integralhaté g=0 fiiggvényre f g do=0.
S
Tegyiik fel, hogy f gdo=0. A D; determindnsok értéke egyetlen pontban sem
S

lehet nulla, ugyanis ellenkezd esetben a @1 fiiggvény Jacobi-determindnsa vala-
mely pontban nulla kellene, hogy legyen. (#~! Jacobi-determindnsaban az /-edik
sort irjuk az elsd sorba, majd a kapott determindnst fejtsiik ki az elsé sor szerint.
Ennek a kifejtésnek minden tagja nulla, mivel (1.5.6) szerint D; elsé sor szerinti
kifejtésében minden tag nulla. fgy (1.5.5) alapjin nyerjiik, hogy y;go[®P]?
m.m. nulla a (téglatestlapokbol 4lle) @YU (SNU,) halmazon (j=1,2,...,m).
A 9. tétel utdni megjegyzés alapjdn, ha K, U; valamely j indexre, ahol K; kom-
pakt halmaz, akkor az (1.5.4) egységosztas megvalaszthaté gy is, hogy ;=1
legyen a K; halmazon. Ebbél adddik, hogy az

{xeK;NS: g(x) = 0}
halmazt a & leképezés nullmértékii halmazba viszi 4t. Ebbél a 11. definicié alap-

jan kapjuk, hogy g az S felillet nullmértékii halmaza kivételével nulla. @
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A kés6bbickben fontos szerepe lesz a Gauss—Osztrogradszkij-tételnek. Bizonyi-
tas nélkiil megadjuk a tételt olyan alakban, ahogyan a tovabbiakban fel fogjuk hasz-
nélni.

Gauss—Osztrogradszkij-tétel. Legyen QcR" lokdlisan téglaszerii korldtos tar-
tomany, f:Q-C folytonosan derivdlhaté (azaz f koordindtafiiggvényei a C*(Q)
fliggvényosztdalyban vannak). Ekkor

[divf= [(fiv)do, (1.5.15)
2 o

ahol v a 0Q peremfeliiletnek az Q tartomdnybdl kifelé mutaté normdlisdt jeloli.

(A 8. és 11. definici6 alapjan vildgos, hogy a normadlis értelmezve van a 9Q feli-
leten, egy nullmérték{i halmaz kivételével.)

A tételnek az elSbbivel ekvivalens mas fogalmazdsa: ha QcR" lokdlisan tégla-
szerti korldtos tartomdny és g: Q-C folytonosan derivdlhatd, akkor

[oig= [gvdo, j=1,..,n, (1.5.16)
Q2 N

ahol v=_(vq, ..., v,) a 0Q peremfeliiletnek az Q tartomdnybdl kifelé mutaté normdl-
vektora.

Megjegyzések. 1. A fentiek alapjan bizonyos tipusfi tartomanyokra igazolhato
az (1.5.16) Osszefiiggés abban az esetben is, ha csak azt tessziik fel, hogy g€ C(2)N
NCY(Q) és a széban forgé ; indexre 0;g€L'(2). Hasonldképpen igazolhatd
(1.5.15) akkor is, ha f1, f3, ..., £, C(@QNCYQ) és div f€ LY(Q). Ezzel kapcsolatban
I. a 17. és 18. feladatot.

2. A 4. szakaszban sz6 lesz a tétel tovabbi altaldnositdsarol. (L. a 4. szakasz
9. tétele utani 6. megjegyzést.)

1.6. Az L7(S) tér

Tetszéleges, lokdlisan téglaszerd (n—1)-dimenziés kompakt § felliletdarabra
értelmezziik az LP(S) fiiggvényteret (1=p<c). Beldtjuk, hogy LP(S) Banach-tér.

12. definicié. Legyen az ScCR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerii (n—1)-
-dimenziés feliiletdarab. Tekintsiik az S feliiletdarab valamely (1.5.3) befedését, a
oY CU diffeomorfizmusokat U; és V; kézitt és a befedésnek megfelels (1.5.4)
egységosztdst (1. a 10. definiciot). Jelolje LP(S) (1=p<e) az olyan g:S—C
fiiggvények Osszességét, amelyekre minden j index mellett (j=1, ..., m)

YU go[@W) e LP(0W(SNT,)), ahol ¥; =0
(azaz YYPgo[@P]71 a @YV (SNU,) halmaz részét képez§ minden egyes téglatest-
lapon mint (n— 1)-dimenziés tartomanyon, L"-fﬁggvényosztélybe]i).
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13. tétel. Az LP(S) halmaz fiiggetlen az (1.5.3) befedés, a ®) C! diffeomorfiz-
musok és az (1.5.4) egységosztds megvdlasztdsdtdl. Az LP(S) halmaz vektortér a fiigg-
vények kézétti szokdsos miiveletekre nézve. Bevezetve ebben a

g1 ={flerac}” =8 [ wjereternpl]” wen

I=temn@np)

normdt, Banach-teret kapunk, megdllapodva abban, hogy az S feliileten m. m. egyenld
fiiggvényeket azonosaknak tekintjiik. (Pontosabban: az LP(S) Banach-tér elemei
fiiggvényekbdl alkotott ekvivalenciaosztalyok, ahol két fiiggvényt akkor tekintiink
ekvivalensnek, ha azok az S felilleten egy nullmértékii halmaztdl eltekintve
egyenldk.)

Bizonyitds. a) Az a tény, hogy az LP(S) halmaz fiiggetlen az (1.5.3) befedés,
a @Y C! diffeomorfizmusok és az (1.5.4) egységosztas megvalasztasatol, a 11. tétel-
hez hasonléan kénnyen igazolhaté a 8. tétel utdni megjegyzés alapjan (amely sze-
rint C! diffeomorfizmus mérhet§ fiiggvényt mérhetS fiiggvénybe, integrdlhatd
fiiggvényt integralhato fiiggvénybe visz 4t).

A 12. definici6 kozvetlen kovetkezménye, hogy LP(S) vektortér, ha felhasznaljuk,
hogy barmely M cR"~! mérhet8 halmazra L?(M) vektortér.

b) Belatjuk, hogy (1.6.1) teljesiti a norma tulajdonsagait. Mivel a ; fiigg-
vények nemnegativak, ezért

[ Wjlglrol@)-y)| Dy} (1.6.2)

OUNSN Uj)

nem més, mint a {(y}?g)o[®#V]Y} |D,|V* fiiggvénynek az ((n—1)-dimenzids tég-
1akbol 4116) ¢Y(SNU;) halmazon vett L? norméja, | gl pedig az (1.6.2) normak
p-edik hatvanyanak Osszegébsl vont p-edik gySk. Ebbdl kozvetleniil adédnak a
norma aldbbi tulajdonsédgai:

gl =0, o] =0:
IAgl = 1Allgl:
g1+ gl = llgll +1 gl

Végiil, ha | g||=0, akkor a |g|’ nemnegativ fiiggvénynek az S feliileten vett
integralja nulla, igy a 12. tétel szerint |g]P=0 m.m. az S feliileten. Eszerint g=0
m.m. az S feliileten, azaz g az LP(S) vektortér nulla eleme. Ezzel belattuk, hogy
L?(S) az (1.6.1) normaval normalt tér.

¢) Igazoljuk az LP(S) normdlt tér teljességét! Tegyiik fel, hogy (g) az LP(S)
tér Cauchy-sorozata (/EN). Ekkor a b) rész alapjan minden rogzitett j indexre

(P giol@9)}1D, )
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Cauchy-sorozat az L?(®P’[SNU,]) Banach-térben. (Az utdbbi tulajdonképpen az
egyes téglatestlapokon mint (n—1)-dimenzidés halmazokon tekintett LP-terek, tehat
Banach-terek direkt szorzata, 1. az 1.3. pontot.) Ezért léteznek olyan
h,e LP(@P[SNT))) fiiggvények, melyekre

llin“} “{{//_]"/P glo[@(-’)]-l} |D1]1/l’ — thlLP(¢(j)[Snt]) = 0. (1.6.3)
Legyen
~ 1
Uj = {XE Uj: l//j(x) = 57’1—};
ekkor U; nyilt halmaz és értelmezzik az (Zﬂ S halmazon (feltéve, hogy nem iires)
az f; fiiggvényt a kovetkezGképpen:

_h

fi(x) = wl,p(x) o o ](x), x€TNS. (1.6.4)

Vildgos, hogy igy minden x€S pontban legalabb egy j indexre értelmeztiik f(x)-et,
hiszen barmely x€S pontra % Yi(x)=1 és D;#0.
Megmutatjuk, hogy bérmeljyﬂj, k indexre
fi=fi m.m.az SN ﬁjﬂﬁk halmazon. (1.6.5)
Valodban, (1.6.4) folytan az 0 ;NS halmazon (feltéve, hogy ez nem iires)

= {Yj/? fio[ @17} D7,
és igy (1.6.3) alapjan

Jim {37 g,0[@D) 1} D2 — /P f50[ @D} D7) Looiinsniy = 0. (1.6.6)
Mivel alkalmas ¢;=0 szdmmal
|lgt°[¢(j>]-1“f}o[‘I’U)]—llILPop(?’[smﬁjl) =

1 -
..])!Djll/p {(l/]}/l’glo[@(l)] l)le'l/p_

BIGEE

—_ (;[/}/Pfj o [qi(j)]—l) ]DjII/P}

= ¢q[(5/7 1o [@D] )| D12 — (Y37 £;0[991 =) D VPl ootiris ,G,m s

Lr@eWsniy) =

1
(hiszen |//j>2—— és mivel |D;| pozitiv folytonos fiiggvény, igy a &P (SNT))
m

kompakt halmazon |D;|=¢, ahol ¢=0 alkalmas szdm), azért (1.6.6) alapjan

}irg Il g1o[@P] = —f;0[@D] | Lr@rsn g = 0. (1.6.7)
Hasonl6an,
Jim [ g,0[@®) 71 —fro[@W] Y Lrgmisndep = 0. (1.6.8)

o
(9%



Az integraltranszformaciora vonatkozé 8. tétel utdni megjegyzés alapjan
| g10[@V] =1 — fxo[@D] Y Lo @otisnd,n Gy =
= Cz”{gto[‘p(j)]—l_ﬁco[‘p(j)]_1}0‘D(j)o[‘I’(k)]—lllLP(cb("’[snﬁjmzlk]) =
= o) g;0[@H] 1 —fi0[®W] | LP@PSNT;N T, >
igy (1.6.8) figyelembevételével kapjuk, hogy
lim || gzo[‘p(j)]—l—ﬁo[d’(j)]_IHLP(d»(-"’[sm:/jnf—fk]) =0.
Ebbdl (1.6.7) alkalmazasaval
fio[@P1=fo[@W]"t mm.a SD[SNT,NT,]

halmazon, és (mivel [@Y’]~! nullmértékii halmazt nullmérték{i halmazba visz 4t)
igy megkapjuk a kivant (1.6.5) Osszefiiggést.

Eszerint az f fiiggvény az S feliileten (nullmértékii halmaztdl eltekintve) egy-
értelmiien értelmezhetS a kovetkezd képlettel :

f® =r(x), ha xeU;NS.

(1.5.20), valamint h;€ LP(@’[SNT;]) alapjan vildgos, hogy fELP(S).
Tovabba (1.6.7) szerint minden j indexre

lim ||g,0[@D] = —fo[ @] Y| oot isndp) = O-
Ebbdl kovetkezik, hogy minden j indexre
1l_l.r2 “glo[¢(j)]_1_fo[qj(j)]—liIL"(d)(f)[Sﬂsupp-Ilj]) =0, (169)
hiszen a fentiekhez hasonldan
I g10[@W] =1 —fo[ DD Proiisnsuppy, =
= kg; I gio[@W]~1—fo [‘pm]_1”f?(<p‘f>[snsupp.pjnﬁk]) =
= Czkg; Hgio[@W] 1 —fo [dj(j)]-l}O@U)o[¢(k)]—IIILP(tb(k)[Sﬂsuppwjﬂ o,y =
=Cy kZ; | 8:0[@W] 7 —fo[@O] M Lo@w s nsuppy;n il -
Az (1.6.9) osszefiiggés felhaszndlasdaval adodik, hogy minden j indexre
zlirg 1 {‘l’}/pgzo [9Y] -1 lelI/p — {l/,}llffo [qs(j)]—l} [Djll/p Lreotitsn in= 0,
amibdl (1.6.1) figyelembevételével megkapjuk, hogy
,lirg Igi—Slles) = 0.

Ezzel az LP(S) normalt tér teljességét is bebizonyitottuk. @
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1.7. Feladatok
1. Tekintsiik a kovetkezd hengert:
Q = {(x1, x5, Xx)ER3: xj+x} < a? 0 <x; < b}.

Mutassuk meg, hogy Q lokélisan téglaszer(i tartomany, @#Q lokélisan téglaszerii
felilletdarab és szamitsuk ki az

f gdo

aQ

felszini integralt a kovetkez8 (folytonos) fiiggvények esetében:

a) g(xy, Xz, X3) = X5

b) g(x1, X3, X) = X3+ x5+ x,.

Megoldds. Vezessiik be az r, ¢, z hengerkoordinatikat a 2. dabranak megfelelGen.
Ekkor

X, =FCOSQ, Xy=rFrsine, Xx;=2z.

A

N
C

A

;,(X])XZJXJ)

Y

V4

o e o e s e
-— Tt

X

2. dbra
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A 0Q peremfeliiletet (hengerkoordinatdkat haszndlva) az

a 3a 3n 3n
Ul-_—{(xl,xz,xa): -§-<r<—2—, ——a—-<(p<—4—,—1<z<b+]},
a 3a =« Tn
U2={(x1,x2,x3): —3—<r<7,-a—<q)<—4—,——-1<z<b+1},

b
U3 = {(xla Xy x3)3 lxll = E’& !.\’2‘ = 'le"s ;x3[ = '2_}9

a a b 3b
Uy= {(xl,xz,xs): PARS 5 x| < 57 < X3 < —2—}

tartomanyokkal fedjiik le (a, 5=0). Legyen

3a
2 3
: 3n

—_— L
7 ==

—1=2z=b+1 esetén

=

‘
1A

w wi::

A

YO(r, @,2) =rcoso
Y (r, @, z) = rsing (1.7.1)
Y@, 0, 2) =z

és

w

a
2
4

IIA

aS
= =7
3

~

4

A

b
A

=0

ENE]

~1=z=b+1 esetén

Y3 (r, @, z) = rcos @
Y2 (r, p,2)=rsing . (1.7.2)
YO, 0,2) =2

Ekkor PO=(PY, ¥P, ¥y C1 diffeomorfizmus V; és U; kozétt (j=1, 2), ahol

Vl={(r,<P,z)I —g—<"<32g, ——3‘%<¢<}£~,“1<Z<b+1}
és
V2={(r,(p,2): %<r<%,%<¢<]—4ﬁa —1<Z<b+1}~

Ezért ¢ =[¥W]-1 C! diffeomorfizmus U, és V; kozétt (j=1,2), &P az U,NQ
halmazt a
3n

T1={(r,(P,Z): —§'<r<a,’_‘34—n<(p<T,0<Z<b}
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téglaba, és ®® az U,NQ halmazt a

'Tzz{(r,(p,z): —‘31-<r<a,—2'—<qo<—7£—.0<2<b}

téglaba viszi 4t. Tovabba U,NAQ képe a P leképezés sordn a

a
Tn:{(r,(p,z):T:éréa,~— =@ = ,z=0},

és a
T. _{(.( .,). * o ___3n-< <:3_n 0= -:rb}
13= W @, 2). I =d, T_—_(P=4, =7ZI=
lapok egyesitése, U,NAQ képe a @ leképezéskor pedig a

a
Tzi = {(Ts @, 2): "3"?;:‘ r=a,
Tm:{(r,q),z):%_s_‘r':»ia,%;;(p‘:%t,z:b},

Ty = {(r, ¢, 2): F=a,

lapok egyesitése.

A j=3, 4 esetben a &P C! diffeomorfizmus legyen az identitds. Ekkor ¢
szintén teljesiti a 8. definicié feltételeit és @@ az U,MNOQ halmazt dnmagiba,
azaz a

. _a a
Iy = {(x1> Xg, Xg)t |Xp] = 5 [x.| =5, X3 = 0}

lapba, a ®® leképezés pedig az U,NIQ halmazt a

| . a . a
Ty = {(xn Xgy X3)t |Xq] = 5 Xa] = 50 Xy = b}
lapba viszi at.
A fentiek alapjan kovetkezik, hogy Q lokalisan téglaszerii tartomény €s (ennek
kovetkeztében) 9Q lokdlisan téglaszer{i felilletdarab.

Most ratériink az f g do felszini integral kiszdmitasdra. Tekintsiik a
3Q )

4
00 < U U;
i=1
befedésnek megfelels egységosztast: legyenek ,€Cq(U;) olyan fiiggvények,

amelyekre

jlﬁj(x)zl, ha x€0Q. (1.7.3)
=

n
~J



A felszini integralt az (1.5.5) képlettel szamitjuk ki. Ehhez még meg kell hatiroz-
nunk a D; determindnsok abszolut értékét a T lapokon (j=1,2; k=1,2,3)
és a Ty, Ty lapokon. Az (1.5.6) formula, valamint (1.7.1) és (1.7.2) felhasznaldsaval
kapjuk, hogy a Tj;, T}, lapokon (j=1, 2)

e € €3 € € €3
D; = [0(P7Y); (P, (@ Dy =| cos singp 0} =
(D), D(®7Y), 0y(@D,| |—rsing rcosp 0

cosp  sing

. e; = (rcostp+rsin?ple; =re i D.| =r:
—rsing rcosg|® ( p P)es 3, gy |Djl ;

tovdbba a T;; lapokon

> e, e e € &
D; =10:(@71); 0:(D7Y)y 02(P V| = |—asing acosp 0=
03(P7Y); 05(P 7Ny 05(P7Y); 0 0 1

= [acos ple,+[asingle,, igy |D;| = Va*cos®p+alsing = a.
Vildgos, hogy j=3,4 esetén a T; lapokon |D;|=1.
fgy (1.5.5) alapjén

f gdo= 3 3 [g0[@91 9|0+ 2 f ;g0 Dyl (1.74)

j=1k= 17

Az itt el6forduld tagokat a kovetkezs csoportositasban Gsszegezziik : figyelembe véve,
hogy ¥;€Cy(U;) és igaz (1.7.3), ezért

[ Wrgol@D) =YDy |+ [ (hagol@®] 7D Del + [ (Wsgo[@®)~1)| Dy =
T‘ll T2| T3l

3r

= f[ [ W1g)(rcos g, rsin g, O)rdo] dr +

3r

(¥22)(rcos @, rsin ¢, O)rdqo] dr +

+
n wla\h wla
e
ofe a[a\pig -

©w w[a\
[

5
f (V28)(x1, X2, 0) dxz] dx, =
T

= [1f toceoso. rsing, 0rag)ars
¢ 0

+f[in(w2g)(rcos<p,rsin(p, O)rd(p] dr+
@ 0
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+ f [fzn (Y58)(r cos @, rsing, O)rd(p] dr =
0 L]

a 2n

= Df [rd[ g(rcos ¢, rsin @, 0) d(P] dr.

Hasonloképpen

[@ge@®1 DL+ [@agol®®] D+ [ Wagol@®])|D] =

a 2n
= of [rof g(rcos ¢, rsin ¢, b) d(p] dr.

- Végiil
[ Wrge[@®) YDy + [ (Yago[®P]7Y)|Dy| =
Tls Tsa

3

= f [f(lﬁlg)(a cos ¢, asin @, z)a dz] do +
3n 0

4

m

4 b
+ f of (Ye2)(acos @, asin g, z)a dz] dop =

T

e

=a ‘/2]! [fb(ll/lg)(a cos @, a sin @, z)dz] do +
o (1]

+a jn[fb(xng)(a cos @, asin @, z)dz] do =
0 0

2n b
=a g(acos @, asin g, z)dz| dp.
Jif 1
Tehat (1.7.4)—(1.7.7) alapjén

fgda= f[; fgng(rcosgo, rsin ¢, 0)d<p] dr+
aQ 0 0

ar

+ far [f g(r, cos @, rsin @, b) d(p] dr+

0 0
2n b
+a glacos ¢, asing, z)dz| de.
fif ]
Ezért az a) esetben

a 2n 2n b
a{gda:?.df[rof rcos<pd<p]dr+adf [(facoswdz]dqon,

(1.7.5)

(1.7.6)

(L.7.7)
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a b) esetben

fg do = far [jn (i cos® @ + r?sint @) dqo] dr+
a0 0 0
+fr[j'n(r“cosz(p+r‘~’si112<p+b)d(p] dr +
0 0
on b
+a6/' [6[ (a-cos~<p+a“sm-<p+z)dz] dp =

a a a b
= j‘znrsdr+~j 2nr3dr+-/‘anrdr4—2na3b4-2na.f zdz =
i 0 0 0

= na*+rab+2nah+ nab®.
2. Legyenek M;cR", M,cR"™ mérhet6 halmazok. Tegyiik fel, hogy a ¥, ¥, ...
fliggvények az L% M;) térben, a yy, xs, ... fiiggvények pedig az L2%(M,) térben
teljes ortonormalt rendszert alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy a

Ui (=1,2, ., 1=1.2,..) (1.7.8)

fliggvények teljes ortonormalt rendszert alkotnak az L*M,X M,) térben!

Megoldds. A Fubini-tétel és az azzal kapcsolatos 1.2. pontbeli allitdsok alapjin
‘/’jXXIELz(MlxMz) és

f (d’jXXl)('pjxil) = " j;l ('pj‘ijXIZl) = ( f‘//ﬂ%)( leiz) =L

M XM,

Tovabba (4, [)#(j’, ") esetén
f (lﬁ’jxlz)(lpj' XZ’/) = f (‘/’j'/71/><ltfl') = ( f‘/’; ‘ZJ)( fXIZl') =0,
M, M,

M XM, M XM,
mivel az utdbbi szorzatnak legalabb az egyik tényezdje nulla. Ezzel belattuk, hogy
(1.7.8) ortonormdlt rendszer az L2(M,;X M,) Hilbert-térben.
A teljesség igazoldsa céljabdl legyen feL¥(M;XM,) tetszbleges fiiggvény és
fejtsiik Fourier-sorba az (1.7.8) ortonormalt rendszer szerint. Igy kapjuk a

J

2’ ;X (1.7.9)

=1

ortogonalis sort. Megmutatjuk, hogy az (1.7.9) sor Osszege az f fiiggvény, az
L*(M; X M,) tér norméja szerint. Mivel feL*(M;XM,) tetszGleges, ezért ebbdl
mar kovetkezik az (1.7.8) rendszer teljessége. A kivant dllitashoz elég igazolnunk, hogy

é’ leuf? (1.7.10)

f f”iz(M, x Ms) =

( Parseval-eg yenlé'ség ).
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Vegyiik észre, hogy a Fubini-tétel folytdn m. m. x€ M, esetén az
yef(x, ), yEM, (1.7.11)

fiiggvény az L3 (M,) térben van. Mivel a y;, 7, ... rendszer teljes, igy az (1.7.11)
fiiggvényt elSallitja a y;, x, ... rendszer szerinti Fourier-sora: m. m. x€M; mellett

f,y) = S d,(x)7: ().

ahol a sor L2*(M,) normdja szerint konvergens, és a Parseval-egyenlség szerint
m. m. x¢M,; esetén

J17 Gy = 2P (17.12)
“{2 =
Konnyen adédik, hogy o€ L*(M,), felhasznilva a
dix) = [fx, »u()dy

M,

képletet és a Cauchy—Schwarz-egyenlétlenséget:
P ={ [IfenpdH{ [P} = [116»dy.
M, M, M,
Fejtsitk Fourier-sorba a d, fiiggvényeket a Y, ¥,, ... ortonormalt rendszer szerint.

A Fubini-tétel alapjan a Fourier-egyiitthatok:
Jdit; = [[ [f&nudy]Fxdx = [ (FGX) = ¢
M,

M, M, M XM,

Ismét alkalmazzuk a Parseval-egyenl@séget:
fidlgg = 2 leal®.
M, J=1

gy Lebesgue tételét az (1.7.12) jobb oldaldn levd sor részletdsszegeire alkalmazva
kapjuk, hogy

oo o

S 176 prdy]dx = g; \ ;/'[d,(x)wx == []21 icj,;ﬁ],

M, M, =

tehat igazoltuk a (1.7.10) Gsszefiiggést, €s ezzel megoldottuk a feladatot.

3. Legyen QCR”" tetsz8leges nyilt halmaz, Qc Q,cQ. Bizonyitsuk be, hogy
a 3. definiciéban értelmezett C.',:( Q,) vektortér az (1.4.1) normaval Banach-tér!

4. lgazoljuk, hogy az 5. definicidban értelmezett CX(Q) tér az (1.4.1) normaval
normalt tér, de nem teljes!

5. Legyen QcR" tetsz8leges nyilt halmaz. Igazoljuk, hogy minden fcL*(Q)
fiiggvény (1=p-<e) megadhatdé olyan LP(Q) térbeli fiiggvények sorozatanak
LP(Q) norma szerinti limeszeként, amelyek Q egy kompakt részhalmazan kiviil
nulldval egyenlGk!
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Utmutatds. Tekintsiik a 7. tétel bizonyitdsaban értelmezett K, kompakt halmazokat, és legyen
a sorozat j-edik tagjanak definicitja:

.fj(x):{f(x), ha x€K;

0, ha x€Q\K;.
6. Legyen M cCR" tetszGleges mérhet halmaz. Igazoljuk, hogy az L%*(M) Hilbert-
tér szeparabilis!

Utmutatds. Alkalmazzuk az 5. feladat eredményét és a 10. tétel bizonyitasanak gondolatmenetét.

7. Legyen QCR”" lokalisan téglaszerii korldtos tartomény. Igazoljuk, hogy barmely
a,beR, a<b szamokra a
Q0 =(a.b)xQ

lokalisan téglaszerii tartomany az R"*! térben!
y

8. Legyen az S;R" kompakt halmaz lokalisan téglaszer{i (n— 1)-dimenzi6s feliilet-
darab, a, b€R, a<b. Igazoljuk, hogy

S = [a, b] XSl
lokalisan téglaszerti n-dimenzids feliiletdarab az R"*! térben!

9. Mutassuk meg, hogy az SCR”" lokilisan téglaszerli (n— 1)-dimenzids feliilet-
darab véges és megszdmlalhatoan végtelen részhalmazai az S feliileten nullmértékiiek!

10. Legyen T=(0, 1)X(0, 1)X(0, 1). Szédmitsuk ki az

[ fdo
oT
felszini integralt, ha
S (xX15 Xa, X3) = (X1 + Xp)e*s.

11. Mutassuk meg, hogy a 0 kozépponti, a sugari B,CR® gémb S, perem-
feliilete akdrhanyszor folytonosan derivalhaté kétdimenzios feliilet. Igazoljuk, hogy
(polarkoordinatikat hasznalva) tetsz8leges, pl. folytonos fiiggvény integralja a kovet-
kezd8 formuldval szdmithaté ki:

2n

ffdo = f [ff(a cos 0y, a sin 0, cos 0,, a sin 8, sin 0,)a*sin 6, d0, d92] .
N 0 0

J fdo

f(xl. Xa, X3) = x%‘*‘x;.

Szamitsuk ki az
integrélt, ha
Utmutatds a feladat elsé részéhez. Mutassuk meg, hogy

[ fdo = lim [r [

e~+0 g s

n—e&
f f(acos 6y, asin 8, cos 0., asin 6, sin 8,) a® sin 6, d(?l] dg,.

S(l
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12, Tgazoljuk, hogy n=3 esetén a B, gémb S, peremfeliilete akarhanyszor
folytonosan derivalhat6! Tovdbba az

Xy = Fcos 6,

Xy = rsin 0, cos 0,

X3 = r sin 0, sin 0, cos 0,

X, = rsin 6; sin @,...sin 0, _,

képletekkel bevezetett r, 0,, 0, ..., 0,_, polarkoordinitakat hasznalva, tetszSleges,
pl. folytonos f fiiggvényre

2n

ffdo: f /...‘/‘f(rcosﬂl\rsin91c0502, s rr8inBy...8in 0, _ ) X
S 0 0

10
a

Xa" (sin 0,)"%..sin 0, _,d0,...d0, ;.
(L. a 11. feladathoz megadott utmutatast.)

13. Mutassuk meg, hogy egy csonkakip és egy (sokszég alapu) csonkagula az
R3® térben lokalisan téglaszer{i tartomany!

14. Legyen az ScR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerd (n— 1)-dimenzids
feliiletdarab. Igazoljuk, hogy ha f:S—C integralhaté az S feliileten, akkor az
S fiiggvényt S nullmértékii részhalmazan megvaltoztatva, f integrdlhatésaga és
integralja nem valtozik!

15. Tegyiik fel, hogy f,g:S—~C integralhat6 fiiggvények az S lokdlisan tégla-
szer(i feliiletdarabon. Igazoljuk, hogy tetsz8leges 4, 2,6C szdmokra 7; f+7,g
is integralhatd az S feliileten és

f().lf-!-),gg)do' = )»1ffda+)..3 fgda.
3 3 §

16. Legyen az ScR" kompakt halmaz lokalisan téglaszeri, f: S—C integral-
haté és m. m. korlatos az S feliileten. Bizonyitsuk be, hogy

|Sffda| = [Ifldo = sup|f|u(S),

ahol u(S)= f do, az S feliilet felszine.
§

17. Egy QcR" korldtos tartomdnyt csillagszeriinek neveziink, ha talalhaté olyan
Xo€Q pont, hogy minden Z<1 pozitiv szdmra

X "'x()
2
Legyen QcR" lokalisan téglaszerii, korldtos, csillagszeri tartomany. Mutassuk
meg, hogy ekkor érvényes a Gauss—Osztrogradszkij-tétel, a tétel utani 1. megjegy-

zésben megfogalmazott altaldnosabb feltételek mellett!

{x: X0+ eQ} c Q.

63



Unmutatds. Vezessiik be az

QW) :{x:xo+x—lx°eg}

jelolést. Alkalmazzuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt az 2(4) tartomanyokra O<A<1 esetén
majd végezzik el az osszefliggésben a A—1—0 hataratmenetet.

18. Bizonyitsuk be, hogy a Gauss—Osztrogradszkij-tétel a hozza tartozé 1. megjegy-
zésben megfogalmazott 4ltaldnosabb feltételek melleit érvényes akkor is, ha létesit-
het§ C! diffeomorfizmus @ lezirdsa és egy korlatos, csillagszerii (lokalisan tégla-
szer(l) tartomany lezdsara kozott. (L. a 17. feladathoz adott Gtmutatést.)

19. Legyen az ScR" kompakt halmaz lokdlisan téglaszerii (#—1)-dimenzids
felilletdarab, f, g€ L3(S). Igazoljuk, hogy ekkor fgeLX(S) és

I fellLasy = I fllres) - gl Lacs) -

2. Alapfogalmak. A foérésziikben linearis
masodrendii egyenletek osztalyozasa
és kanonikus alakja

2.1. A parcialis differencialegyenletek fogalma.
A forésziikben linearis masodrendii egyenletek osztalyozasa

Ebben a pontban réviden ismertetjiik a parcialis differencialegyenletekkel kapcsolatos
legfontosabb alapfogalmakat, majd azoknak a masodrend{ linedris, illetve az ennél
altaldnosabb mésodrenddi, férésziikben linedris egyenleteknek az osztélyozisit, amelye-
ket ebben a tankényvben tirgyalunk. A kés&bbiekben litni fogjuk, hogy ez az osztélyo-
zis alapvetd az egyenletek vizsgalatdban.

Tekintsiink egy QCR" tartomanyt (nyilt, Osszefiigg6 halmazt), ahol n=2.
(Az n=1 eset a kozonséges differencidlegyenletek esete.) Legyen N az olyan

n
a=(d, ..., %,) multiindexek szdma («; nemnegativ egész), melyekre |a|= > a;=m,
=1

ahol m¢N adott szam, tovdbba legyen GCKY tartomany. Tekintsiink egy
F: Q@XG-C adott (dltaldban folytonos) fiiggvényt. Az F fiiggvényrdl feltessziik,
hogy G egyetlen résztartomanyaban sem azonosan nulla, és a tovabbi feltételeket
az egyes problémak targyalasakor majd kiildn-kiilon fogjuk megfogalmazni.
Keressiink olyan #€C™(Q) filiggvényt, amelyre
F(x, u(x), 0u(x), ..., du(x), ..., 0"u(x)) = 0
teljesiil barmely x€ @ pontban, azaz fenndll, hogy

Fo(lu o, ...,0"u) =0 2.1.1)
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(I jeloli az x—x, x€Q figgvényt). A (2.1.1)-et parcidlis differencidlegyenletnek
nevezziik. A fentieket kielégit6 uc C™(Q) fiiggvényt a (2.1.1) parcidlis differencidl-
egyenlet egy megolddsinak mondjuk. A késSbbiekben szé lesz fiiggvények 4ltaldnosi-
oldasairdl, ezért a félreértések elkeriilése végett a fenti értelemben vett u€C™(Q)
megoldast klasszikus megolddsnak fogjuk nevezni.

Megemlitjiik, hogy bizonyos esetekben nem kivanjuk meg az u fiiggvény Osszes,
legfeljebb m-edrendii parcialis derivaltjanak 1étezését és folytonossdgat, hanem csak
azokét, amelyek a differencidlegyenletben eléfordulnak.

Az m szamot a differencidlegyenlet rendjének nevezziik. Ennek megfelel8en,
beszéliink els§-, masod-, ..., m-edrendii parcialis differencidlegyenletekrél.
Ezutin roviden ismertetjitk a legfontosabb specidlis tipusu parcialis differencial-
egyenleteket. A
2 lao(2, u, 041, ..., o' w]u = fo(l, u, dyu, ..., 0" u) (2.1.2)
ja|=m
alaku egyenleteket kvdzilinedris egyenleteknek nevezziik. Ezek tehat az egyenletben
el6fordulé legmagasabb rendd derivaltak linedris kombinaci6jat tartalmazzak, ahol
az egyiitthatoékban csak m-nél alacsonyabbrendii derivaltak szerepelhetnek. A
> a,0*u= fo(l,u,ou, ..., 0" 'u) (2.1.3)

tal=m

alak( egyenleteket férésziikben linedris egyenleteknek nevezziik; itt a,: Q—C
adott fiiggvény.
Ha a,,f: Q-C adott (dltaliban folytonos) fiiggvények, akkor a
2 a,'u=f 2.1.9

|x|z=m

egyenletet linedris parcidlis differencidglegyenletnek mondjuk. f=0 esetén az egyen-
letet homogén egyenletnek nevezziik, egyébként inhomogeén egyenletrél beszéliink.

Ha q, allandd, akkor a (2.1.4)-et dllando egyiitthatds linedris parcidlis differencidl-
egyenletnek mondjuk.

A kiilonféle alkalmazasi teriileteken az egyik leggyakrabban fellép@ tipus a linedris
és a f8részében linedris egyenlet. Ratériink a férésziikben linedris mdsodrendii egyen-
letek osztdlyozdsdra. A férészitkben linedris, illetve a linedris mdsodrendii egyenletek
ilyen alaktiak:

‘ _, a;0;0u = go(l, u, dyu, ..., duu), (2.1.5)
illetve »
j’é'lajk()jé)ku+jg"ibj3ju+cu=f, @2.1.6)
ahol

(ljk, bj, C,f: Q"C
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adott fiiggvények, g: QXG—C adott fiiggvény, ahol GCR™! vagy GcC"+!
adott tartomdny. Az a; egyiitthatékrél a tovdbbiakban mindig feltessziik, hogy
valésak és a;=a,;. (Az utébbi mindig elérhetd az egyiitthatok médositasaval, ha
uc C2(Q), hiszen ekkor 9;0,u=0,0;u.)

Legyen x,€Q rogzitett pont és legyen a masodrendii derivaltak egyiitthat6ibol
képzett valds, szimmetrikus maétrix ebben a pontban:

A = A(xo) = [aj(X0)]} k=1- 2.1.7)
Tekintsiik az ennek megfelel§

]

P(pys -5 pn) = {A(xo)P, P) = ,Zl a3 (xo) P Px (2.1.8)

Jk=

kvadratikus alakot, ahol p=(py, ..., p)ER". Legyenek Ay, 4, ..., A, az A szim-
metrikus matrix sajatértékei (a sajatértékek most nyilvdn valdsak és egy sajatérték
annyiszor fordul el§, amennyi a rangja). A linedris algebrabél ismeretes, hogy alkal-
mas B nemszingularis linearis transzforméciéval P kanonikus alakra hozhatd,
azaz p=Bq, ill. g=B7p esetén a

P(Bq) = (ABq, Bq) = (B"ABq, q) = ; ng i

kvadratikus alakban ocjk=0, ha j=k. Nevezetesen, ha B az A matrix ortonormalt
valés sajatvektoraibél mint oszlopvektorokb6l képezett matrix, akkor BT=B~1 és

P(Bg) = j;"lzjq;. (2.1.9)
Legyen
dyy 0
p=| %
0 "d,,

olyan diagondlis matrix, amelyre

g = 1/Va,], ha 2; =0,
7 1, ha 1;=0.
Ekkor a B=BD linearis transzformécié a P kvadratikus alakot n. normdlalakba
viszi 4t: o o .
<BTABQ', q> = <ABq’ Bq> = P(Bq)=
= j;; A;(d;;4)* = j;; 4;d5q7 = j;; (sgn 4,4},

ahol tehat §} egyiitthatéja 1 vagy O.
Jelolje n,,n_, ill. ny az A matrix pozitiv, negativ, illetve nullaval egyenld sajat-
vektorainak szamat.

1. definicié. A4 (2.1.5) egyenletet az x, pontban elliptikusnak nevezziik, ha n,=n
vagy n_=n; hiperbolikusnak nevezziik, ha n,=1 és n_=n—1 vagy n,=n-1
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és n_=1; ultrahiperbolikusnak nevezziik, ha ny=0 és 1<n,<n—1; végiil tdgabb
értelemben parabolikusnak nevezziik, ha ny=0. A (2.1.5) egyenletet (szigorubb érte-
lemben) parabolikusnak nevezziik, ha ny=1 és n,=n—1 vagy n_=n-1.

Azt mondjuk, hogy a (2.1.5) egyenlet az Q tartomdnyban elliptikus, hiperbolikus,
ultrahiperbolikus, illetve parabolikus, ha a megfeleld feltétel az Q tartomdny minden
pontjdban teljesiil.

A (2.1.9) Osszefiiggés alapjin adddik, hogy elliptikus esetben az 4 matrixnak
megfelel§ kvadratikus alak (pozitiv vagy negativ) definit, azaz

vagy P(p)=0, ha pER" é p#0,
vagy P(p)<0, ha peR" és p=0.

Ilyenkor az egyenletet (ha sziikséges) (—1)-gyel szorozva mindig elérhet8, hogy
a kvadratikus alak pozitiv definit legyen.

2, definicié. A4 (2.1.5) egyenletet az Q tartomdnyban egyenletesen elliptikusnak
nevezzilk, ha léteznek olyan ¢y, c;=>0 szdmok, amelyekre

colp]* = (A(X)p, p) = c1|pl’, x€Q, peER™ (2.1.10)

Megemlitjitk, hogy elliptikus egyenlet esetében P(p)=0, ill. P(p)<0 akkor is
teljesiil, ha peC” és p=0. Ugyanis p=f+iy esetén

(AB+iy), B+iy) = (AB, B)+{Ay, v)+il{dy, B)—(AB, )] = (4B, B)+ {4y, y),
tekintettel arra, hogy A4 valds szimmetrikus matrix 1évén
(Ay, By = (y, AB) = (4B, 7).
Ezért egyenletesen elliptikus egyenletre a (2.1.10) feltétel pcC" esetén is teljesiil.

PELDAK. A

j(’)ﬁu =0
=1

J
Laplace-egyenlet elliptikus, a

gu— é,' Hu=0
egyenlet hiperbolikus, a !
(?Ou——jgn; HBu=0
egyenlet parabolikus. Ugyanakkor az
yoiu(x, y)+d3u(x, )=0, (x, y)ER?

Un. Tricomi-egyenlet az {(x, y)€ R?: y =0} tartomanyban elliptikus, az {(x, y)€ R?: y<0}
tartoményban hiperbolikus, mig az {(x, y)€ R?: y=0} halmaz pontjaiban parabolikus.
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2.2. Fizikai példak

Szdmos fizikai, kémiai, miszaki stb. probléma vezet mdsodrendii linedris parciilis
differencidlegyenletre. Egy parcidlis differenciilegyenletnek azonban altaliban végtelen
sok megoldédsa van, ezért a széban forgé jelenség egyértelmi leirdsihoz a differenciil-
egyenleten kiviil egyéb feltételeket, Gn. mellékfeltételeket is meg kell adnunk. A tovdb-
biakban néhény példan keresztiil megmutatjuk, hogyan vezetnek fizikai problémik
parcidlis differencidlegyenletekre, és rendszerint milyen (gyakorlati szempontbdl
kézenfekvd) mellékfeltételeket szokdsos eldirni ezek megoldasara. Litni fogjuk, a mellék-
feltételeket az egyenlet tipusitél fiiggden irjuk majd eld.

2.2.1. Hur transzverzdlis rezgése. A hur igen vékony hajlékony rugalmas szil,
amely a hajlitassal szemben nem fejt ki ellenalldst. Feltessziik, hogy a hiir csak kis
kitéréseket végez, és igy a hur hosszanak megvaltozdsa elhanyagolhaté. Jellemezziik
a hur pontjait az x€R koordinatdval, és legyen u(?, x) a hir x koordintdju
pontjanak kitérése rogzitett sikban valamely ¢ idSpillanatban. (A hir pontjai csak
az x tengelyre merGlegesen térnek ki.) Mivel a hur hajlékony, azért benne a feszits-
er6 mindig érint8irdnyu, jelolje a feszit@erS nagysagat T(f,x) és az érintSnek
az x tengellyel bezart sz6gét oz, x) (I. a 3. dbrat). Feltessziik, hogy a hir csak kis
kitéréseket végez és igy alkalmazhaté a sina~tgo kozelités, tgo magasabb hat-
vanyai elhanyagolhatbak, tovabb4 a hurra F(z, x) siirliségii, az x tengelyre merd-
leges kiilsd erd hat (F folytonos fiiggvény). Ez azt jelenti, hogy a hur egy [x,, x,]

X2
darabjara hato kiils6 er6 a ¢ idGpillanatban f F(t, x) dx.
*1

altzrx;)

3. dbra

A hir mozgésanak leirdsdhoz tekintsiik annak egy tetsz8leges [x;, x,] darabjat.
Erre a kovetkezd er8k hatnak: a végpontban T(t, x,), ill. T(f, x,) nagysagu feszits-
er8, valamint a fent emlitett kiils§ er6. A D’Alembert-elvet (mely kimondja, hogy
az er8k vetiiletének Osszege barmely tengelyre zérus) az erGk u-tengely irdnyaba

68



mutaté vetiiletére alkalmazva kapjuk, hogy
X3
(Tsina)(t, xp)—(Tsina) (1, x)+ [ F(t, x)dx =

= [ ot 000, ax, @2.1)

Xy

ahol ¢(t, x) jeloli a hir linedris siirliségét az x pontban, valamely ¢ iddpillanatban
(o folytonos fiiggvény). Mivel a hir csak kis kitéréseket végez, azért a hur egyes
darabjainak hosszvaltozdsa elhanyagolhatd, hiszen pl. az [x,, x,] darab hossza
elgbbi feltevésiink alapjan

[VFOwrGHdx ~ [ [1+%((91u)2(t, x)]dx A Xy— X

Ezért eltekinthetiink a hur siir{iségének idGbeli valtozasatdl: gz, x)=po(x), tovabba
eltekinthetiink a 7 er§ id6beli valtozasait6l is. Figyelembe véve, hogy barmely
hurdarabra az x tengely irdnydban csak a T feszitSer6k hatnak, az elGbbiek alap-
jan adddik, hogy T x-t6l sem fiigg, vagyis T=T, allandé.
fgy alkalmazva a
sina =~ tgo = d,u(t, x)

kozelitést, a (2.2.1) egyenletbSl a kovetkez6t kapjuk:
Xga
[ [Todu(t, )+ F(t, x)— o (x) 3u(t, )] dx = 0.

Mivel az ut6bbi integralban szerepld fiiggvények folytonosak, innen — az [x,, x]
intervallum tetszGleges 1évén — adddik, hogy minden szébajovG ¢, x értékparra

0(x) 2u(t, x) = T, 0%u(t, x)+ F(t, x).

Eszerint a transzverzdlis rezgd hur kis kitérése kielégiti a kdvetkez§ (hiperbolikus
tipust) differencidlegyenletet:
00pu = Tydju+F.

Ha F=0, akkor a htr szabad rezgésérél, egyébként pedig a har kényszerrezgésérsl
beszéliink. Specidlisan, ¢=const. esetén a

ou = a?diu+f 2.2.2)

allandoé egyiitthatés differencidlegyenletet, az un. egydimenziés hullémegyenletet
kapjuk, ahol f=F/p, a*=Tylo. A t'=at transzformacioval elérhet5, hogy a
(2.2.2) egyenletben a=1 legyen.

Hasonléképpen, kis kitérésii transzverzalis rezgéseket végz8 membran differencidl-
egyenlete a kétdimenziés hulldmegyenlet:

02u = a*(%u+ 0w +f,
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a hang terjedése gdzban pedig a
Oju = a*(0ju+0fu+0o5u)+f

hdromdimenziés hulldmegyenletre vezet, ahol u(t, x) jeloli a gaz nyomdasat ¢ idGben,
x helyen. A két utébbi egyenlet hiperbolikus tipust.

Tekintsitk a har egy [0,/] darabjat, és nézzilk meg, hogy a hir mozgasinak
egyértelmii leirdsdhoz milyen mellékfeltételeket kell megadnunk. Az

u(0, x) = @(x), 2€[0, 1] (2.2.3)
feltétellel megadjuk a hiir kezdeti alakjdit a t=0 idSpontban. A
(0, x) = Y (x), x€[0, 1] (2.2.4)

feltétellel megadjuk a hur kezdeti sebességeloszldsdt. A (2.2.3), (2.2.4) feltételeket
kezdeti feltételeknek nevezzik.

Fizikai szempontbdl viladgos, hogy a (2.2.3) és a (2.2.4) feltételeken kiviil jellemez-
niink kell a helyzetet a har két végpontjéban.

Megadhatjuk a két végpontban a hur kitérését:

u(t,0) = 1@, ult, )=xO, t=0 (2.2.5)

(x1=yx2=0 esetén a hur végpontjai rogzitettek); vagy megadhatjuk a hur végpontjai-
ban haté erdket: v
Ou(t,0) = x1(1), Ou(t, ) =y (1), t=0 (2.2.6)

(a=x.=0 esetén a hur végpontjai szabadok); végiil a rugalmasan rogzitett vég-
pontok esetében

0, 0,u(t, 0)+Bu(t,0) =0 és adut, D+Put, ) =0, t=0 - (2.2.7

alaku feltételek adédnak. A (2.2.5), (2.2.6), ill. (2.2.7) feltételt (els6, masodik, illetve
harmadik) peremfeltételnek nevezziik.

A késébbiekben latni fogjuk, hogy a (2.2.3) és (2.2.4) kezdeti feltételek, valamint
a (2.2.5), (2.2.6) vagy (2.2.7) peremfeltételek lényegében egyértelmiien meghatarozzak
a (2.2.2) differencialegyenlet megoldésat.

Ha a (2.2.2) differencialegyenlet olyan megolddsat keressiik a Q=(0, «)X (0, /)
tartomanyban, amely kielégiti a (2.2.3) és (2.2.4) kezdeti feltételeket és a (2.2.5),
(2.2.6) vagy (2.2.7) peremfeltételt, akkor a (2.2.2) egyenletre vonatkozd wvegyes
feladatrdl beszéliink (az els6, mésodik, illetve harmadik peremfeltétel mellett).

Ha a hiur ,wégtelen” hosszii, azaz a vizsgalt szakaszon a végpontok hatédsatol
eltekinthetiink, akkor a kovetkezd feladatra jutunk. Keressiik a (2.2.2) differencisl-
egyenlet olyan megoldasita (0, o)X (—eo, +) tartominyban, amely kielégiti az

u0,x) = p(x), xeR (2.2.8)
dou(0, x) = Y (x), x€R
kezdeti feltételeket. Ezt Cauchy-feladatnak vagy kezdetiérték-feladatnak nevezziik.
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Hasonléképpen fogalmazhaté meg a tébbdimenziés hulldimegyenletekre vonatkozo
vegyes feladat, illetve Cauchy-feladat. Legyen pl. QcCR? korlitos tartomany,
melynek dQ pereme folytonosan derivdlhaté és Q=(0, )X Q. Keressiik a

0iu = a?(Q%u+0u)+f 2.2.9)
egyenlet olyan megoldasat Q-ban, amely kielégiti az

u(0, x) = @(x), du(0, x) = Y(x), x€Q
kezdeti feltételeket és az

u(t, x)lxg,'){) = (& x) vagy O,u(t, x) |x€39 = x(t, %),
vagy az
[oe(x) dyu(t, x)+BXu(t, )| cpo = x %), t=0

peremfeltételeket, ahol @,u jelenti az u fiiggvénynek a @ henger palastjan vett
normalis iranyu derivaltjat. A fenti problémat a (2.2.9) egyenletre vonatkoz vegyes
problémanak mondjuk.

Ha pedig a (2.2.9) egyenlet olyan megoldasat keressiik az

R% ={(t, x): tcR x€R?, =0}
térben, amelyre teljesiilnek az
u(0, x) = p(x), u(0, x) = Y (x), x€R?

kezdeti feltételek, akkor a (2.2.9) egyenletre vonatkozé kezdetiérték-problémardl
beszéliink.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a fenti feladatokat matematikailag akkor fogal-
mazzuk meg pontosan, ha ezen feliil még megmondjuk, milyen fiiggvényosztalyban
keressitk a feladat megolddsat. Példaul a (2.2.2)—(2.2.5) feladat esetében a meg-
old4st kereshetjiik az olyan C2(Q)NC(Q) fiiggvények korében, amelyekre d,uc C(Q).
Az u fiiggvény folytonossdga Q-on ui. szorosabb kapcsolatot teremt a fiiggvénynek
a (Q belsejében és hatdran felvett értékei kozott. A fiiggvényosztalyok alkalmas
megvalasztidsidval minden egyes feladat esetében kiilon kell foglalkoznunk.

2.2.2. Hévezetés a hdromdimenzids térben. Tegyiik fel, hogy az QcR® tartomény-
ban ¢ siirliségii homogén kézeg van, benne hfvezetés jatszodik le. Jelolje a h6mér-
sékletet u(?,x) az xc€Q pontban, ¢ id@pillanatban, és tételezziik fel, hogy dou,
valamint 9%u Itezik és folytonos (j=1, 2, 3). Nézziik meg, hogy az u fiiggvény
milyen differencidlegyenletet elégit ki.

Tekintsiink ezért egy tetszGleges GC Q tartomdnyt, amelynek dG pereme egy-
szer folytonosan derivalhaté (kétdimenzios) feliilet. Fourier torvénye szerint aj t, és
t, idGpontok kozott a G tartomanyba bedramlé hémennyiség:

i

0, = f [ [kdu(, x)do] ar, (2.2.10)
G

L
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ahol k 4llandé (h8vezetési egyiitthatd), d,u(r, x) pedig az x—u(t, x) fuggvény
v normélis irdnyt derivdltja az x€dG pontban (v a G tartomanybdl kifelé mutat).
Masrészt a  Q, hOmennyiség kifejezhetd a ¢, t, idGpontok kozétti hdmérséklet-
valtozassal:

0, = fcg[u(tz, x)—u(ty, x)]dx = fcg [ﬁ&ou(t, x)dt] dx, 2.2.11)
[ G t

ahol ¢ a kozeg fajhdje. Igy — amennyiben nincs bels§ héforras vagy hényels —
a (2.2.10), (2.2.11) egyenletekbd! adodik, hogy

k ﬁ [afi)vu(t, X) dax] dt = co f" [6’/‘ doue(t, X) dx] dr. (2.2.12)
L G I

A Gauss—Osztrogradszkij-tétel alapjan (l. az 15 pontot)

3
[o,u(t,x)do, = [ > u(t, x)dx,
G G J=t
igy (2.2.12)-b3l

ta

3
f{f[cg opu(t, x)—k 2 dtult, x)] dx}dt = 0.
G J=1
Tekintve, hogy GCQ tetszSleges, folytonosan differencialhaté peremii tartomany
és [, t,] tetszGleges intervallum, azért az integrandus folytonossaga alapjin

3
codgu(t,x)—k > du(t,x) =0, ha (=0, x€G.
i=1
k. :
Bevezetve az a*=— jelolést, kapjuk, hogy a (0, )X G tartomédnyban
cQ

3
Ot = a? fg‘; diu. 2.2.13)

A (2.2.13) (parabolikus) egyenletet a hdvezetés egyenletének nevezziik (hdrom-
dimenzids esetben).
Ha az Q tartomanyban van bels§ héforras, illetve hényels, akkor az u fiiggvény

3
ot = a® jg; Ru+tf

alaku egyenletet elégit ki. Természetesen itt is feltehetjitk az 4ltalanossag megszori-
tasa nélkiil, hogy a=1.

Ugyanez az egyenlet irja le a G tartomdnyban lejatsz6do diffiizic folyamatat.
ban. A differencialegyenlet levezetése az elgbbivel analég, csupan a Fourier-tdrvény
helyett a Nernst-tdrvényt kell alkalmazni.
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Nézziik meg, milyen mellékfeltételeket adhatunk meg a hGvezetési folyamat egy-
értelmil leirasdhoz! Legyen elGszor Q korlatos tartomany. Az

u(0, x) = p(x), x€8 (2.2.14)
feltétellel megadjuk a kozeg kezdeti hdmérséklet-eloszldsdt (kezdeti feltétel). A kozeg
hatdran a kovetkez8 peremfeltételek egyikét adhatjuk meg:

u(t, x)[xéi)ﬂ =y x), t=0 (2.2.15)
(a perempontokat adott h(’)'mérsékleten tartjuk; elsG peremfeltétel);
o,ul(t, x)lxwg =y(tx), t=0 (2.2.16)
(megadjuk a peremen a hdaramot; masodik peremfeltétel);
[o(x) 8, u(t, x)+ B (x)u(t. x)lxe‘m =y x), t=0 2.2.17)

(a peremen hdécsere jatszodik le a kornyez8 kozeggel; harmadik peremfeltétel).

Ha a (2.2.13) differencidlegyenlet olyan megold4sat keressiik a Q=(0,)X Q2
tartomanyban, amely kielégiti a (2.2.14) kezdeti feltételt és a (2.2.15), (2.2.16), (2.2.17)
peremfeltételek valamelyikét, akkor a (2.2.13) egyenletre vonatkozé vegyes feladatrol
beszéliink (az elsG, masodik, illetve harmadik peremfeltétel mellett).

Természetesen itt is iigyelniink kell arra, hogy pontosan megadjuk azt a fiiggvény-
osztalyt, amelyben a feladat megoldasat keressiik. Pl. a (2.2.13)—(2.2.15) probléma
esetében kereshetjiik a megoldast az olyan 1€ CHQ)NC(Q) fiiggvények korében,
melyekre 93uc C(Q) (j=1,2,3).

Ha Q=R?3, akkor a (2.2.13) egyenletre vonatkozé Cauchy-feladatot (kezdetiérték-
feladatot) nyerjiik: a (2.2.13) egyenlet olyan megoldasat keressiik az

R ={(t, x): r€R, x€R® =0}

féitérben, amely (folytonos a féltér lezardsdn és) kielégiti az

u(0, x) = p(x), xER?
kezdeti feltételt.

2.2.3. Hévezetés staciondrius esetben. Legyen QcCR® korlatos tartomdny, 0Q
folytonosan derivalhaté kétdimenzids feliilet. Tegyiik fel, hogy az Q tartomdnyban
homogén kozeg helyezkedik el, és abban a hdvezetés folyamata staciondrius, azaz
a hdémérsékleteloszlds az idGtél fiiggetlen. Jelolje wu(x) a hOmérsékletet az x€Q
pontban. Ekkor (2.2.13) alapjan kapjuk, hogy u kielégiti az Q tartomanyban a

3
du= 3 Ru=0 (2.2.18)
=

Laplace-egyenletet, ill. — ha van bels6 héforrds vagy hényels, akkor — a
du=f (2.2.19)
Poisson-egyenletet (f: QR adott fiiggvény). A fenti egyenietek elliptikus tipustak.
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Ahhoz, hogy meghatarozhassuk a hémérséklet-eloszlast az € tartomdanyban,
ismerniink kell az @ hataran levd feltételeket. Ezeket megadhatjuk a (2.2.15),
(2.2.16), (2.2.17) feltételekhez hasonld peremfeitételek alakjaban:

Ulo = 1 (2.2.20)
(elsS peremfeltétel);
dvitfpe = 1 (2.2.21)

(masodik peremfeltétel, v a 9Q peremfeliilet Q-bdl kifelé mutaté normélisa);
2(D,0) s+ Butlpo = 7 (2.2.22)

(harmadik peremfeltétel, «, § adott fiiggvények a dQ peremen). A (2.2.19), (2.2.20)
feladatot a Poisson-egyenletre vonatkozd Dirichlet-feladatnak vagy elsé peremérték-
feladatnak, a (2.2.19), (2.2.21) feladatot Neumann-feladatnak vagy mdsodik perem-
érték-feladatnak, a (2.2.19), (2.2.22) feladatot pedig harmadik peremérték-feladatnak
nevezziik.

A peremérték-feladatok pontos megfogalmazasakor is iigyelniink kell a fiiggvény-
osztaly megaddsara, ahol az u megoldést keressiik. A klasszikus feladatok esetében
az els§ peremérték-feladat megoldasat a C*(2)NC(R), a mdsodik és harmadik
peremérték-feladat megoldasat a C2(Q)NCY(Q) fiiggvényosztalyban kereshetjiik.

A fenti példakbdl is 1athatd, hogy egy adott parcialis differencidlegyenlet megolda-
sara kiilonféleképpen irhatunk el6 mellékfeltételeket. Természetesen a gyakorlat
ltaldban megmutatja, hogy milyen mellékfeltételeket irhatunk fel. A kapott mate-
matikai feladat azonban csak akkor tekinthet§ a vizsgélt jelenség redlis modelljének,
ha kielégiti az alabbi kovetelményeket:

a) az egyenletben és a mellékfeltételekben szereplG adatokat tetszSlegesen meg-
vélasztva, a feladatnak /létezik megolddsa a sz6ban forgé fiiggvényosztalyban;

b) a feladat megolddsa egyértelmii az illet§ fiiggvényosztalyban;

c) a megoldds folytonosan fiigg az adatoktdl (stabilitds). Az utdbbi azt jelenti,
hogy az adatokat és a megoldast egy-egy metrikus tér elemének tekintve, a megoldds
az adatok folytonos fiiggvénye. (Természetesen ez a kovetelmény fiigg az illetd met-
rikus terek megvalasztasatol.) Ez a kovetelmény az alkalmazdsok szempontjabol
azért fontos, mert az adatok altalaban mérési eredmények, tehat mérési hibat tar-
talmaznak, és elvarjuk, hogy a kis mérési hibak a feladat megoldasanak csak kicsiny
hib4jat idézzék els.

Ha egy feladat kielégiti a fenti harom kovetelményt, akkor a feladatot korrekt
kitiizéstinek nevezzitk. A tovdbbiakban mindig arra toreksziink, hogy a probléma
korrekt kitlizésii legyen. (Nem korrekt kit{izés{i problémat a 15. feladatban mutatunk ;
1. még az [56] konyvet.)
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2.3. A férésziikben linearis alland6 egyiitthatos
és a linearis masodrendii egyenletek kanonikus alakja

Ebben a pontban beldtjuk, hogy a (2.3.1) egyenietbe alkalmas (j ismeretlen fiiggvényt
bevezetve, az egyenlet olyan alakra transzformilhaté, amelyben a;=0, ha jzk
és a;j=11 vagy 0. A transzformici6 révén adédé egyenletet fogjuk nevezni a (2.3.1)
egyenlet kanonikus alakjanak. Ezutdn kiilén foglalkozunk az dllandé egyiitthatds
linedris egyenlettel; megmutatjuk, hogy ebben a specidlis esetben Gjabb transzformicis-
val az egyenlet tovibb egyszerisithetd.

Tekintsiik a :
kz"’ a0, 9 = go(L, u, dutty ..., D) 2.3.1)
Jj k=1

f6részében linedris egyenletet az QcCR’-tartomdnyban, ahol au€R 4llandé
(ajk=akj)- -

Legyen B a 2.1. pontban leirt nemszinguldris matrix, amellyel az A=[aul} .,
matrixhoz tartozé6 P kvadratikus alak normdlalakra hozhatd. Vezessiik be u helyett
a v=uo(BT)~ ismeretlen fiiggvényt (B jelolje egyszer(iség kedvéért a B=[b,]} ;.
matrix 4ltal meghatirozott R"—R" linedris leképezést is). Ekkor wu=wvoBT,
ezért W' =@ oBT). BT, tehat

dju= le b;,(@,v0B7),
p:

hasonldképpen
i)jaku . le;jpl;kq(apanOET).
p, 4=
Tehat
2 apdidu= 3 ay| X Ejpl;kq(apaquoET)] = [ 2. “anpaqv]ogr’
J, k=1 J k=1 p,q=1 pP,a=1

ahol
no ~
Upg = Z bjpaxbig.
J k=1

Vegyiik észre, hogy [,,]5 ;—1=BT AB, vagyis az «,, szimok azonosak a P kvadra-
tikus forma normalalakjaban szerepl§ egyiitthatokkal, igy
0, ha p#g
P |sgni,, ha p=gq.

Eszerint a v=uoB fiiggvényre az alabbi alaku differencidlegyenletet nyertiik
(az @, tartomdnyban, ahol Q,=B"1(Q)):
S (sgnd) o = Go(l, v, 9,0, ..., D). (2.3.2)

p=1

A (2.3.2) egyenletet nevezziik a (2.3.1) egyenlet kanonikus alakjénak .
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Megjegyezziik, hogy a fiiggvényegyiitthatés esetben a (2.1.5) egyenlet altaldban
nem transzformalhaté kanonikus alakra az egész tartomdnyban, ha n=2; a fenti
transzformécio csupén egy rogzitett pontban végezhets el. Az n=2 esetben azonban
alkalmas (természetesen altaldban nemlinedris) leképezéssel az egyenlet a fentihez
hasonlé kanonikus alakra transzformalhaté (ezzel a kdvetkezd pontban foglalkozunk
részletesen).

Ha a (2.3.1) egyenlet linearis, akkor ujabb transzformacioval az egyenlet tovabb
egyszeriisithet8. Tekintsiik ugyanis a

i a_}'fl ajy é),-i)ku%—jéz b;oju+cu=f (2.3.3)
alaku egyenletet az QCR" tartomanyban, ahol a;€R, ap=a;; b;, c€C és
f:92-C adott fiiggvény. Az elébbi B nemszingularis linearis leképezéssel a
v=uoB fiiggvényre a kovetkez§ alakt differencialegyenletet nyerjiik :

pgx' (sgn 2,) 050+ pgl B,0,v+yv = F.

- Uj ismeretlen fiiggvény bevezetésével prébaljuk elérni, hogy az els§ derivaltak,
valamint az ismeretlen fiiggvény egyiitthatéi koziil minél tébb, nullaval legyen egyenls.
Ebbdl a célbdl vezessitk be a V' ismeretlen fiiggvényt a

“x,)

V(%15 o5 X)) = 0(xq, ... ,,)exp[

formulanak megfelel@en, ahol «,¢R. Ekkor

£M=

v(x) =V (x) exp (— Z avxv),
v==1
o0 (x) = [0,V (x)—a,V(x)]exp [—— ﬁ; oc,.xv},

P50 (x) = [0,V (x) = 20, 0,V (x) + o, ¥ (%)) exp( 2 Mv],

igy a V ismeretlen fiiggvényre a (2.3.3) egyenlettel ekvivalens alabbi egyenletet
kapjuk:

p§1 (sgni,) o3V + p;; (B,—2a,8n 4,) 0,V +
+ [v- 2; (@, B, —aysgn /1,,)] V=G0, 234
p=1

ahol G(x)=F(x)exp ( > ocvxv].
v=1

7,70 esetén az «, paraméter megvalaszthato gy, hogy 4,V egyiitthatéja nulla
legyen, nevezetesen legyen «,=p,/(2sgn2,). Tovabbd, ha van olyan p index,
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amelyre /,=0, de B,70, akkor V egyiitthat6jit tehetjiik nullivd. A mondottak
alapjan a (2.3.4) egyenlet az «, paraméterek alkalmas megvalasztisival az alabbi
alakok egyikére hozhatd:

3 (sen /) BV +dV = G,
p=1

vagy
p;;(sgn Lp) O3V + ,,Z 8,0,V =G.

i _=0
P

Specialisan, elliptikus egyenletre ;
S RV+dV =G,
p=1

és a tovabbiakban ezt nevezziik a (2.3.3) 4llandé egyiitthatds linedris egyenlet kano-
nikus alakjdnak az elliptikus esetben. (d=0 esetén a mar emlitett Poisson-egyenletet
nyerjiik.) Hiperbolikus esetben legyen pl. 2,>0, és J,<0, ha p=2, igy a kano-
nikus alak:
RV~ SEV+dV = G.
r=2

d=0 esetén az (n—1)-dimenziés hulldmegyenlet adédik.) Végiil a (szigoribb érte-
emben vett) parabolikus esetben legyen 24,=0, 4,>-0, ha p=2, igy

SEVHRAY =G.
p=2

A f,=0 eset érdektelen, ettSl a tovdbbiakban el is tekintiink, hiszen ekkor az
egyenlet egy (n— 1)-dimenziés elliptikus egyenletnek tekinthets, amelyben az ,,els6
valtozé” csak paraméter. B0 esetén pedig a fiiggetlen valtozo linedris transzfor-
macibjaval elérhets, hogy az elsG derivalt egyiitthatéja (—1) legyen. fgy a ¥ fiige-
vényre

Ezt nevezziik a (2.3.3) élland6 egyiitthatds linedris differencidlegyenlet kanonikus
alakjdnak a (szigorubb értelemben vett) parabolikus esetben. (A fenti egyenlet azonos
az (n—1)-dimenzi6s h8vezetési egyenlettel.)

2.4. Karakterisztikak. A forésziikben linearis fiiggvényegyiitthatés
masodrendii egyenletek kanonikus alakja n=2 esetén

Latni fogjuk, hogy a karakterisztikiknak fontos szerepe van a (2.1.5) médsodrendii
egyenletre vonatkozé Cauchy-feladat szempontjibdl. A (2.4.1) karakterisztikus dif-
ferencidlegyenlet megolddsa révén a (2.1.5) misodrendii egyenlet egyszer{ibb alakra
transzformélhaté: n=2 esetében igy nyerjiik a (2.1.5) differencidlegyenlet kanonikus
alakjét.
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3. definicié. Tekintsiik a forészében linedris (2.1.5) egyenletet az QCR" tartomdny-
ban (n=2). A ecCYQ) ismeretlen fliggvényre felirt

n
e a5 (0;0)(0rp) =0 (2.4.1)
e
elsérendii parcidlis differencidlegyenletet a (2.1.5) mdsodrendil egyenlethez tartozé
karakterisztikus egyenletnek nevezziik.

4, definicié. Tegyiik fel, hogy @€ CYQ) kielégiti a (2.4.1) karakterisztikus egyen-
letet Q-ban és ¢’ =grad ¢=0 Q-ban. Ekkor az

{x€Q: o(x) =0}

halmazt a (2.1.5) mdsodrendii egyenlet karakterisztikus feliiletének (n=2 esetében
karakterisztikus gorbéjének) vagy karakterisztikdjinak nevezziik.

Tegyiik fel, hogy ¢,€ C*Q)a(2.4.1) karakterisztikus differencidlegyenlet egy meg-
oldasa. Legyen &=(p,, ..., ¢,): @—~R""1 tetszbleges fiiggvény, amelyre ¢;€C*(Q)
és Q-ban a ¢=(¢;, §) leképezés Jacobi-determinansira det ¢’>0. Ekkor ¢ loka-
lisan (azaz barmely Q-beli pont alkalmas kornyezetében) kélcsondsen egyértelmi
leképezés. Vezessiik be a (2.1.5) differencidlegyenletben a »=wo¢@ ™! 1j ismeretlen
fiiggvényt (valamely rogzitett pont olyan kornyezetében, ahol ¢! létezik). Ekkor
u=vo¢@ alapjan a (2.1.5) egyenletbdl a kovetkezd alaka, a (2.1.5) egyenlettel ekvi-
valens egyenletet kapjuk a » fiiggvényre:

n

2 0,,0,0,0 = Go(I, v, 00, ..., d,V), (2.4.2)
p,q=1 R

ahol
Upg = ; kzz’lajk{)j(ppak(pq]oqo‘l. (2.4.3)

Mivel ¢, a (2.4.1) karakterisztikus egyenlet megolddsa, azért

Ay = [‘kzvlajk((r)j(,o])(akq)l)]oqo—l — 0’
J’ =

vagyis a (2.4.2) transzformélt egyenletben 9iv egyiitthatéja nulla.

Ezutin nézziik meg, hogyan transzformalhatd kanonikus alakra a fentiek alapjan
a (2.1.5) egyenlet n=2 esetén. A (2.1.5) masodrendii egyenletet n=2 esetén cél-
szer{i a kovetkezd alakban felirni:

a O*u+2b 9, 0su+c O2u = go(1, u, d,u, dyu). (24.9)

Feltessziik, hogy az a, b, c egyiitthatok egyszerre € egyetlen pontjaban sem
egyenlSk nullaval, és a, b, c€ C*(Q).

Tétel. Q barmely x© pontjanak van olyan kérnyezete, amelyben a (2.4.4)
egyenlet kanonikus alakra hozhatd.
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Bizonyitds.

a) Ha a(x™)=c(x®)=0, akkor feltevésiink szerint b(x®)>0, ezért b(x)=0
az x® pont egy kornyezetében. Ekkor b-vel osztva az egyenlet mindkét oldalat,
megkapjuk a (2.4.4) (hiperbolikus) egyenlet kanonikus alakjat (1. a (2.4.12) formulat).
Ezért feltehetd, hogy pl. a(x(®)s£0. Ekkor a(x)#0 az x©® pont egy kornyezeté-
ben.

. . cal va ab . . .
A masodrendii derivaltak egyiitthatdibol képzett [b C] valds, szimmetrikus
matrix sajatértékei a
a—-4 b

0= b c—)vl

=22 —(a+c)i+(ac—b?

masodfoku egyenlet gyokei. Mivel ac—b* a gyokok szorzatival egyenld, azért az
1. definicié alapjan adddik, hogy a (2.4.4) differencialegyenlet

>0 esetén hiperbolikus,
d=b*—ac{ =0 esetén (szigorubb értelemben) parabolikus,
<0 esetén elliptikus

(mindkét gyok nulla csak akkor lehetne, ha a=b=c=0 lenne).

Tekintsiink ezutdn tetszéleges olyan @=(¢, y): Q—~R? fiiggvényt, amelyre
Q, YEC¥Q) és Q-ban det ¢'0. Ekkor & lokdlisan kolcsondsen egyértelmii.
Vezessiik be a v=wuo®~! 4j ismeretlen fliggvényt (a ¢ (x®) pont alkalmas kérnye-
zetében). Ekkor (2.4.2), (2.4.3) szerint a » fiiggvényre a kovetkez§ alaku differencidl-
egyenletet nyerjiik:

o 03v+2B 0,00+ 650 = Go(l, v, 0,0, dyv), (2.4.5)
ahol
% = [a(0:0)*+2b(019)(0:0) +c(020) 0 @7, (2.4.6)
B = {a(0:0)(01¥)+ bl(0:0)(0) + (0:0)(D1¥)] + ¢ (D20) (D)} 0 D2, (2.4.7)
y = [a(01)*+2b(01Y)(0¥) +c(O)] o . (2.4.8)

Az a, B,y egyiitthaték szintén nem lehetnek egyidejiileg nulidval egyenlSk, hiszen
az a, b, c egyiitthaték az o, f,7 egyiitthatokbdl a (2.4.6)—(2.4.8) formuldkhoz
hasonléan hatdrozhaték meg, ezért ha a=f=y=0 lenne valamely pontban, akkor
feltevésiinkkel ellentétben a=b=c=0 volna valamilyen pontban. Megemlitjiik,
hogy a transzformdcié révén nyert (2.4.5) egyenlet tipusa megegyezik az eredeti
differencialegyenlet tipusival, ugyanis a (2.4.6)—(2.4.8) formuldk alapjan adédik az

« Bl ”a b
gyl Ube
osszefiiggés.

Ezutidn nézzitk meg, hogy a hiperbolikus, parabolikus, illetve elliptikus esetben
hogyan célszeri megvilasztani a ¢, Y fiiggvényeket, hogy a (2.4.4) egyenletet kano-
nikus alakra transzformaljuk.

@ 020
Yy 0¥

.

2]045_1 (2.4.9)
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b) Hiperbolikus eset (d=b*>—ac=>0). A @,y figgvényeket gy prébaljuk meg-
vélasztani, hogy a=y=0 legyen. Mivel a, b, c€C*(Q) és a=0 az x® pont kor-
nyezetben, ezért a k6zonséges differencidlegyenletek tin. els§ integraljira vonatkozd
eredmények szerint (1. [42)-t és az 1. feladat megoldasat) 1étezik az x® pont kor-
nyezetében kétszer folytonosan derivalhato olyan ¢ és Y fiiggvény, amelyre

ad o+ (b+Vd)d,0 = 0, (2.4.10)
illetve

031¢+(b—1/fﬂt92¢ =0, (2.4.11)
tovabba 9,0 =0 és d0 #0 (x® kirnyezetében). Ekkor ¢ és v kielégiti a (2.4.4)
egyenlethez tartozd a(d,u)?+2b(0;u) (1) +c(d1)2=0 karakterisztikus egyenletet és

_b+yd
vd ——0:0 030

a ¥
b=Va oy o)

01¢ 00 -
Y 0¥

" .00

Eszerint ¢,y megfelel a @ transzformdciéra vonatkozo kovetelményeknek, és
ezekkel elvégezve a (2.4.4) egyenlet transzformiécidjit, (2.4.10) és (2.4.11) folytdn
a transzformadlt (2.4.5) egyenletben a=y=0. Ekkor — mint lattuk — sziikségképpen
B0, igy a (2.4.5) egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk 2p-val,

D00 = Go(, v, v, Dov). (2.4.12)
Ertelmezziik a B: R2—R? nemszinguldris linearis leképezést a
B(x1, X3) = (X +X3, X3—X3), (X1, xy)€R? (2.412))

formuldnak megfeleléen. Ekkor a w=wvoB fiiggvényre a (2.4.12)-vel ekvivalens
alabbi differencidlegyenlet adodik:

*w—diw = ho(l, w, O, w, JaW), (2.4.13)

megkaptuk a (2.4.4) egyenlet kanonikus alakjar hiperbolikus esetben. Megjegyezziik,
hogy a (2.4.12) egyenletet szintén szoktdk nevezni a (2.4.4) egyenlet kanonikus alak-
janak.
c) Parabolikus eset (d=0). Ekkor az a(0,u)®+2b(0,u)(Dou)+c(Q:u)2=0 karak-
terisztikus egyenlet az
aoyu-+bou = 0

egyetlen (homogén linedris) elsGrendii parcidlis differencidlegyenlettel ekvivalens.
Ennek létezik (az x® kornyezetében) kétszer folytonosan derivalhaté ¢ megol-
désa, melyre 0,p=0. Ekkor tehat

a0 p+badsp =0. (2.4.14)
Legyen
(xy, X3) = Xy
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Ekkor
010 09| _ ’3119" 36‘/’ =—0yp # 0,

Oy Oz

techata @ =(¢, ) megfelel a korabbi feltételeknek.
Végezziik el a (2.4.4) egyenlet transzformécidjat; az igy adédé (2.4.5) egyenletben
x=0. Tovibbi (2.4.7) és (2.4.14) folytin

B=adp+bdp =0.

Kovetkezésképpen 7=0 (x'¥ kornyezetében), igy oszthatjuk a (2.4.5) egyenletet
y-val, és megkapjuk a (2.4.4) egyenlet kanonikus alakjit parabolikus esetben:

20 = Go(I, v, 010, Opv). (2.4.15)

d) Elliptikus eset (d<0). Ekkor az a(0,u)*+2b(0,u)(0.u)+ c(Q,u)>=0 karak-
terisztikus egyenlet két, komplex egyiitthatds elsSrendli homogén linearis differencial-
egyenlettel ekvivalens:

adu+(b+iY=d)d,u=0, (2.4.15)
adyu+(b—iV=d)du = 0.

Bevezetve az u=u;+iu, jelolést, ahol uy, u, valds értékii fiiggvények, a (2.4.15)
egyenlet az uy, u, fiiggvényekre vonatkozé kovetkezd elsGrendi parcidlis differencidl-
egyenlet-rendszerrel ekvivalens:

a dyuy+ b dguy—V—d dyu, = 0, (2.4.16)
a dytis+ b dgtis+V—d 8o, = 0. (2.4.17)

Analitikus a, b, ¢ egyiitthatofiiggvények esetében a — valés esethez hasonldéan —
a kozonséges differencidlegyenletek els§ integraljaira vonatkozé eredményekbdl
kovetkezik, hogy a (2.4.15) egyenletnek létezik olyan ¥ =@+ kétszer folytonosan
derivalhaté megoldasa, amelyre 0,¥=0,¢+ids =0 (x® kornyezetében). Igazol-
hat6, hogy a (2.4.16), (2.4.17) rendszernek az a, b, c€ C*(Q) feltevés mellett is
létezik folytonosan derivdlhatd u;=o, u,=1 megolddsa, amelyre (9,0)%+(Ps1)*=0
(1. [10]-€t).
Ekkor az ,
adho+bdyo—YV—ddh =0
egyenl8séget duir-vel, az
ad+bdy+V—ddp =0

egyenlGséget d,0-vel szorozva, majd a kapott masodik egyenl8séget az els6bdl ki-
vonva nyerjiik:

o 00| _ V———d S
et = or @ <o

fgy a &=(o, W) transzformécié megfelel az @) részben leirt kvetelményeknek.
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Végezziik el a transzforméciét! Vegyiik figyelembe, hogy ¥Y=¢+i) kielégiti
a karakterisztikus differencidlegyenletet:

0= a(0,¥)*+2b(0,¥)(0:¥)+c(0,¥)* = [a(0:9)°+2b(0,0)(9:0) +¢(d:0)] —
~[a(9:9)*+2b(9:1¥) (9) + c (OY)] +
+i{a(9:19) (9.1) + b(0:0) (9) +(920) (O)] + ¢ (9:00) (Do)}

Tehat (2.4.6)—(2.4.8) alapjan adodik, hogy a (2.4.5) transzformalt differencidl-
egyenletben
a=9y é p=0.

Ekkor sziikségképpen a#0 (x(® kdrnyezetében), a-val oszthatjuk a (2.4.5) egyenletet
és megkapjuk a (2.4.4) egyenlet kanonikus alakjat elliptikus esetben:

2+0% = Go(I, v, 3,0, dyv). (2.4.18)

2.5. Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy az QCR? egyszeresen Osszefiigg$ tartomanyban id6tdl fiigget-
len, de helytdl fiiged, o slriiségii elektromos toltéseloszlas van. Igazoljuk, hogy az
igy ad6do elektrosztatikus er6tér u potencilja kielégiti a

0*u+0%u = 4ng

Poisson-egyenletet!

Megoldds. Jelslje E(x, y)=(Ei(x, y), E.(x, y)) a térerdsséget az (x, y)€Q pont-
ban. Legyen E;, E, folytonosan derivalhatd. Tekintsiink tetszGleges olyan GCQ
tartomanyt, amelyre dG folytonosan derivalhaté. Ekkor az elektrodinamika ismert
torvénye szerint a G tartomanyban levS e Ossztoltésre igaz, hogy

4ne = 41'[!@ = f(E, vydo,
3G

ahol v a 9Q gorbe G-bdl kifelé mutaté normdlis egységvektorat jeloli. Ebbdsl
a Gauss—Osztrogradszkij-tétel alapjan kapjuk, hogy

J@a+@@—%@=a (2.5.1)

Mésrészt, a tér staciondrius lévén, az E térerdsség munkaja a oG gérbén nulla:
f (E,s)do =0,
Pyl

ahol s a 9dG perem érintSirdnyu egységvektorat jeloli (az s vektort ugy irdnyitjuk,
hogy G ,,t8le balra” helyezkedjék el. Ezért

0= f(E151+E252)d0' = f(—Elvz‘*‘Ele)dG,
G E)

G
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tehat a Gauss—Osztrogradszkij-tétel folytan

[ (@1E:—d.Ey) = 0. (2.5.2)
G

Mivel G Q tetszGleges, folytonosan derivalhaté peremii tartomany, és E deri-
valtjai folytonosak, azért a (2.5.1), (2.5.2) osszefiiggésekbdl adddik, hogy az Q tarto-
manyban

NE,+0,E, = 4np, azaz divE = 4ny, (2.5.3)

0,E.—0,E; =0, azaz rotE = 0. (2.5.9)

Mivel Q egyszeresen Osszefiiggl tartomany, a (2.5.4) egyenlGségbdl kovetkezik,
hogy létezik olyan u€ C*Q) fiiggvény, amelyre

E = grad u«
(a térnek van potenciélja), igy (2.5.3) folytdn az u potencidlra teljesiil a

oju+0%u = 4ng
Poisson-egyenlet.

2. Transzformaljuk kanonikus alakra az aldbbi differencidlegyenletet:
({)%u(xa J’)—2X31 9211()6, y)+x2 (9%11()6, y) = 03 (xy )’)ER2~ (255)

Keressiik meg a karakterisztikikat!

Megoldds. A jelen esetben d=5b%*—ac=0, tehit az egyenlet parabolikus. Az
egyenlethez tartozd karakterisztikus differencidlegyenlet:

(0:1w)*(x, ¥) = 2x[(01w)(x, )] [(02w)(x, Y)]+x*(0:w)*(x,3) = 0, (x, )ER?,

azZaz
(01w) (x, y)—x(dw) (x, ¥) = 0, (x, y)ER™ (2.5.6)
Az
agw+bo,w=0

homogén linearis elsSrendii parcidlis differencidlegyenlet megolddsait ugy nyerhet-
jiikk, hogy megkeressiik az

V= %O(L ») (2.5.7)

kozonséges differencidlegyenlet elsG integréljait, vagyis az R2bdl R-be képezs
olyan w fiiggvényeket, amelyek a (2.5.7) kozonséges differencidlegyenlet minden
megolddsa mentén 4llanddk. A jelen esetben (2.5.7) igy irhaté:

Y'(x) =—x, x€R; (2.5.8)
ennek megold4sai

y(x) = ~%+c
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alakiak (¢ allandd), tehat (2.5.8) els§ integraljai:
x2
@(x,y) ==5+y+k, (x y)ER,

k tetszBleges allandd. Ekkor @€ C?*(R?) és valéban kielégiti a (2.5.6) egyenletet,
tovabba 0,0 (x, y)=1=0.
Tehat a (2.5.5) differencialegyenlet (valds) karakterisztikus gorbéi az

x2
y —'(7“‘)

egyenletekkel adhaték meg, ahol k tetszGleges valds szam lehet.
Végezziik el a (2.5.5) egyenlet transzform4cidjat a fenti ¢, valamint a Y(x, y)=x
képlettel értelmezett fiiggvénnyel. fgy a

v(éa '7) = ll(?’], é_ﬂ2/2)5 (5’ ")ERE

képlettel értelmezett fiiggvényre:
2 v+ 31 v=0.

3. Az [/ hosszusagi homogén, vékony rugalmas rudban longitudinalis hullimmozgas
megy végbe (a rud linearis slirlisége ¢). A rud x=0 pontban levd vége rogzitett,
az x=I[ végpont kitérése a ¢ idGpontban u(t). Legyen az x pontban a kezdeti
kitérés @(x), a kezdeti sebesség Y(x), és a ¢t idGpontban a kitérés u(t, x). Fogal-
mazzuk meg azt a feladatot, amelynek megolddsaként nyerhet§ az u fiiggvény!

Utmutatds. A Hooke-torvény szerint a ridban levd feszitéeré egy x pontban és ¢ idépillanat-
ban T(t, x)=Ed u(t, x).

4. Legyen az [ hosszusagh, a paldstjan h@szigetelt homogén vékony rud kezdeti
hémérséklete az x pontban ¢(x). A réd x=0 végpontja hdszigetelt, az x=/
végpontban a hdmérséklet a ¢ id6pontban u(z). Fogalmazzuk meg azt a feladatot,
amelynek megoldasaként nyerhet8 u, ahol u(t, x) arud x pontjinak hémérséklete
a t idSpontban!

5. Valamely QcR?® tartomdnyban pordézus kozeg helyezkedik el, az x pontban
a lyukacsossagi tényez8 c(x) (az x pont ,kis” kdrnyezetében a pordzus anyag
térfogatanak és a teljes térfogatnak a hanyadosa). Az Q tartoményban gazdiffuzié
megy végbe, jelolje D(x) a diffuiziés egyiitthatét az x pontban, F(t,x) a gaz-
forrasok siirliségét az x pontban, ¢ iddpillanatban, és u(?, x) a gaz koncentra-

cidjat az x€Q pontban ¢ idGpillanatban. Milyen egyenletnek tesz eleget az u fiigg-
vény?

6. Transzformaljuk kanonikus alakra a kovetkez§ differencidlegyenletet:
(()1 3211-1—31 03“ +(()2 (93” +({)1u—(92u =0.

Milyen tipust az egyenlet?
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n 14
7. Adjuk meg a karakterisztikikata 3 0ju=0 Laplace-egyenlethez, a dju=a? 3 du
= i=1

hulldmegyenlethez, valamint a dgu=a? Zlaj u egyenlethez!
J:
8. Milyen tipusti az
20fu(x, y)— y* 3u(x, y)+01u(x, y) = u(x, y),
(x, »)ER?, x=0, y#0 egyenlet? Hatdrozzuk meg a karakterisztikdkat!

9. Hogyan adhaté meg a 2u(x, y)=a®0u(x, »), (x, »)ER? (a#0) egyenlet Osszes
kétszer folytonosan derivalhaté megoldasa?

Utmutatds. El3szor hozzuk az egyenletet a (2.4.12) kanonikus alakra!
10. Hozzuk kanonikus alakra a

u+20,0,u+50u—20,u+20,u—8u=20
egyenletet!

11. Transzformdljuk kanonikus alakra a

ORu+20,00u+20%+40,0u+50%u =
egyenletet!

12. Transzformaljuk kanonikus alakra a

2u+4 0Zu+0%u+40, 0u+20, Ogu+40505u+2u=0
egyenletet!

13. Milyen tipust az

toju(x, y)—x* du(x, y)+u(x,y) =0
(x, )ER? x>0, y=0 egyenlet? Melyek a karakterisztikdk?
14. Hozzuk kanonikus alakra az

e 0iu(x, y)+2e**7 9, dqu(x, y)+ e dju(x, y) —xu(x,y) = 0
egyenletet! Melyek a karakterisztikak?
15. Mutassuk meg, hogy nem korrekt kitiizésii a kovetkezd feladat:
2u+0%u =
u(0,x) =0, x¢ R,
ou (0, x) = Y (x), x€ER.
Utmutatds. y(x :-,1‘— sin (kx), k€N valasztassal igazoljuk, hogy a stabilitas feltétele nem tel-

jesiil.
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1. FEJEZET

ALTALANOSITOTT FUGGVENYEK
ES SZOBOLJEV-FELE FUGGVENYTEREK

3. A disztribucid (altalanositott fiiggvény)
fogalma. Miveletek a disztribticiok korében

A parcialis differencidlegyenletek modern elmélete a klasszikus analizis fiiggvény-
és derivaltfogalmanak dltaldnositdsan, a disztribiicid, illetve az 4ltaldnositott derivélt
fogalmén alapul. A fiiggvény fogalmanak ez az 4ltaldnositasa el8szor a fizikdban
valt szitkségessé. Az elektrodinamikdban a

1, ha x =0,

H("):{o, ha x < 0

képlettel értelmezett H (Heaviside-féle) fiiggvény derivaltjanak Dirac olyan é: R—~R
fiiggvényt tekintett, amely a 0 pont kivételével mindeniitt 0, a O pontban végtelen,
és az integralja (—oo)-t8l (+0)-ig 1-gyel egyenls. A H fiiggvénynek természetesen
nincs klasszikus értelemben vett derivaltja, mert mint tudjuk, minden differencial-
haté fiiggvény folytonos. Az 4ltaldnositott fiiggvények (disztribucidk) bevezetésé-
vel a Dirac-deltdnak matematikailag megalapozott jelentése van, és a H fiiggvény-
nek mint disztribiciénak a derivéltja a Dirac-delta disztribucio.

Az 4ltalanositott derivalt fogalma Sz. L. Szoboljev nevéhez fiizGdik ([51]), az
altalanositott fiiggvények (disztriblicidk) elméletét pedig L. Schwartz dolgozta ki
1950—51-ben megjelent monografidjaban ([46]). A disztribicié fogalma igen hasz-
nosnak bizonyult a matematika kiilonboz§ teriiletein, és egyik legfontosabb alkalma-
z4asi teriilete a parcidlis differencidlegyenletek elmélete. Emellett egyes olyan fizikai
mennyiségek (pl. pontszerii tomeg, toltés) matematikai modelljét is megadja, ame-
lyeket a klasszikus analizis segitségével nem lehet pontosan leirni.
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3.1. A 2(@) fiiggvényteér

Ebben a pontban definidljuk a konvergencidt, a C5°(QR2) vektortérben is felidéziink
négy, mar bizonyitott tételt. A tovibbiak sorin Q-val jeldljiilk az R" euklideszi tér
egy nyilt részhalmazdt (2 lehet az egész R" tér is).

A Cy(8) vektortérben vezessiik be a kdvetkez8 konvergenciafogalmat. (Cy* ()
definiciéjat 1. az 1.4. pontban.)

1. definicié. Azt mondjuk, hogy a ¢;€Cy(Q) fiiggvényekbil allé (¢;) fiiggvény-
sorozat (JEN) tart a @€Cg (Q) fiiggvényhez, ha
a) létezik olyan Kc Q kompakt halmaz, hogy

supp ¢;CK, JjEN;
b) minden o multiindexre

Jim (°¢)) = o

egyenletesen az Q halmazon. A fenti konvergencidval ellétott Cg (Q) wektorteret
D(QD)-val jeloljiik, 2(R") helyett réviden D-t irunk. 2(Q2) elemeit szoktdk alap-
Sfiiggvényeknek nevezni.

A fenti a), b) feltételek teljesiilését a tovabbiakban igy jeldljiik: (¢,); N>,

vagy — ha nem okoz félreértést — egyszeriibben:

(@) 22 0.
Emlékeztetiink az aldbbi fontos, Cg (R") térbeli fiiggvényre vonatkoz6 példara:
1
—leipE ha x[ <1, (3.1.1)
X) = A,
70) {O, ha |x| = 1.

Mint lattuk, ennek alapjan tovabbi Cg°(R") térbeli fiiggvényeket nyerhetiink a kovet-
kez8 médon. Tetsz8leges ¢=>0 szdm mellett legyen

X
r’e(x) =Cn (_6—) )
ahol
c,=¢™" / f n.
R"
Ekkor
’71:6(;0°° (Rn)9 Ne = 0, suppn, = B, (O)a

Sn.=1.
R'l

A tovéabbiak sordn felhasznéljuk az aldbbi négy tételt (ezeket az 1.4. pontban mar
igazoltuk).

(3.1.2)
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1. tétel. Tegyiik fel, hogy az uc L\(Q) fiiggvény Q egy K kompakt részhalmazdn
kiviil m. m. nulla. Legyen
u,(x) = [u()n(x—y)dy, xeQ. (3.1.3)
o
Ekkor ucCy (L), ha az ¢ pozitiv szdm kisebb, mint a K kompakt halmaz és Q
hatdrdnak tdvolsdga. Ha a fentieken kiviil u még folytonos is, akkor u, egyenletesen
tart az u fiiggvényhez e—+0 esetén, tovdbbd ha ucL?(Q) (1=p<<), akkor
u, az LP(Q) tér normdja szerint tart az u fiiggvényhez ¢—~+0 esetén.

1. tétel. Legyen ucL] (Q), Q' pedig olyan nyilt halmaz, amelyre Q' az Q nyilt
halmaz kompakt részhalmaza. Ekkor elég kis ¢>0 szdmra u,€C=(Q). Ha u foly-
tonos Q-ban, akkor u, az Q'-ban egyenletesen tart az u fiiggvényhez ¢—~+0 ese-
tén, tovdbba ucLl (Q) esetén (1=p-<e) u, az LP(Q) tér normdja szerint tart
az u fiiggvényhez, ha e~ +0.

2. tétel. Legyen QCR" nyilt halmaz, KCQ kompakt halmaz. Ekkor megadhato
olyan @cCy(Q) figgvény, amelyre ¢o=1 a K halmaz egy kdrnvezetében és
O=p=1 '

3. tétel. (Az egységosztas tétele.) Legyen KCR" olyan kompakt halmaz, amelyet
lefednek az Q,, @, ..., ,, nyilt halmazok:

ke Ua, (3.1.4)
j=1

Ekkor megadhatok olyan ¢;€Cy(R") fiiggvények, amelyekre

supp ¢, CQ;, 0=¢;=1
s i (3.1.5)
2 ¢;=1 a K halmaz egy kdrnyezetében.
i=1

3.2. A disztribicio definicioja

A disztribicié definicidjanak megaddsa utdn megvizsgiljuk a fogalom mélyebb jelen-
tését. A disztriblciot néhany példdval vildgitjuk meg; ezeken keresztiil foglalkozunk
a reguldris disztribdciokkal.

Definicié. Legyen u a 2(Q) téren értelmezett, a D(Q)-beli konvergencidra
nézve folytonos (komplex értékii) linedris funkciondl. A folytonossdgon azt értjiik,
hogy tetszbleges olyan (¢;) sorozatot véve, amelyre

2(2)
(@Dien— @,
igaz, hogy

lim (u(p))) = u(p).
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Ekkor az u funkciondlt az Q halmazon értelmezett disztribicionak vagy dltaldnositott
Siiggvénynek nevezzitk.* (Az utobbi elnevezés jogossdgardl a késGbbiekben lesz sz4.)

A tovébbiakban sziikségiink lesz az u linearis funkcional folytonossiganak kovet-
kez8 megfogalmazésara.

4. tétel. Legven u a 2(Q) vektortéren érielmezett linedris funkciondl. Az u funk-
ciondl akkor és csak akkor folytonos (a D(Q)-beli konvergencidra nézve), ha bdrmely
Kc Q kompakt halmazhoz taldlhatd olyan m=0 egész szdm és ¢=0 valés szam, hogy

lu(p)|=c > sup|0*¢@| minden olyan
lal=m (3.2.1)
©€ED(Q) mellett, amelyre supp pC K.

Bizonyitds. ElGszor belatjuk, hogy a feltétel elégséges. Tegyiik fel, hogy barmely
Kc Q kompakt halmazhoz taldlhaté olyan m=0 egész és c¢=0, hogy (3.2.1)
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor u folytonos.

Legyen (¢;) tetszGleges olyan sorozat, amelyre

2(2)

(@i)ien .
Ekkor az 1. definicio6 szerint van olyan K kompakt halmaz, hogy

supp ¢;CK, jEN
és
supp ¢ K.

A (3.2.1) becslést alkalmazhatjuk erre a K halmazra, ¢ helyett a (¢;—¢) fiigg-
vényekre, hiszen supp (¢;—¢@)CK:

lu(p;—o)| =c ;ém sup [0*(¢;— )|,

vagyis
lutpp—ulg)l =c 3 sup|0*9;~0"0]

Tekintve, hogy az 1. definicio szerint lim (0*¢;) = 0*¢ egyenletesen az Q halmazon,
, J-hOO
azeért

lim (sup |92, —0%¢)) = 0,
igy valéban
lim (u(e,)) = u(p).

Ezutan a sziikségesség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy u folytonos linearis funk-
ciondl a 2(Q) téren. Bebizonyitjuk, hogy ekkor barmely Kc Q kompakt halmaz-

* Megjegyezziik, hogy az u linearis funkcional folytonossiga a fentivel ekvivalens moédon
a kovetkez6képpen is megfogalmazhato: a Cy” (R2) vektortérben alkalmas médon bevezetett topo-
logiaval egy lokalisan konvex topologikus vektorteret kapunk, amelyen az u linedris funkcional
folytonos.
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hoz megadhatdé olyan m=0 egész és c¢=>0, amelyekre teljesiil a (3.2.1) feltétel.
A bizonyitdst indirekt mddon végezziik el. Tételezziik fel, hogy van olyan KcQ
kompakt halmaz, amelyhez nem létezik a kivdnt tulajdonsdghh m és ¢ szdm.
Ekkor barmely jEN esetén az m=j és c=j értékekhez taldlhat6 olyan ¢;€2(Q)
fitggvény, amelyre

lu(pp| =Jj Mzs’j sup [0%¢;|  és supp ¢;CK. (3.2.2)
Legyen ;= ZP,‘) ((3.2.2) alapjan u(p;)#0); ekkor Y;€2(L), és a (3.2.2) egyen-
wmo;
18tlenség mindkét oldaldt |u(p;)-kel osztva nyerjiik, hogy
_uley) _ . " [
1= =u(;)>j > supl|o*y,| éssuppy,C K. (3.2.3)
u(‘l’j) la|=J

Ebbdl kovetkezik, hogy

1
sup |0°y ;| < T ha || =j, j=1,2,....

Ez azt jelenti, hogy minden régzitett o multiindex mellett
lim (*)=0

egyenletesen, igy supp y;C K figyelembevételével adddik:

(R
Wi)ien 22Ls

Ekkor az u funkcional folytonossidga alapjan
lim (u(¥;)) =0
lenne, ez azonban ellentmond annak, hogy (3.2.3) szerint u(y;)=1.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. e

PELDA. Az feL] () fiiggvényhez rendeljiik hozza az alabbi képlettel értelmezett
T, funkcionalt:

Ti(0) = [fo. 0c2(Q). (3.2.4)
2
Belatjuk, hogy T, disztribiicio.
Tekintve, hogy @€2(Q) esetén supp ¢ az Q-nak kompakt részhalmaza, azért

Jo Lebesgue-integralhaté Q-ban és igy T, valoban értelmezhet§ tetszSleges @€ Z(Q2)
fiiggvényen. Vildgos, hogy T, linedris funkciondl, hiszen

Ti(crpr+cap,) = ff(C1(P1+Cz¢z) =
o]
= J[Cl(f¢1)+cz(f¢z)] = ff€01+cz ff(/’z = To1+cTo,.
e] fo]
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T, folytonossiga pedig a 4. tétel alapjan kovetkezik az aldbbi becslésbdl: tetszs-
leges K @ kompakt halmaz esetében

T ()| = | [fw = [1fol =maxlo| [If],
< K K
ha ¢€2(Q), supp oK.

Definicié. Azokat a disztribucickat, amelyek a (3.2.4) képlet szerint valamilyen
lokdlisan integrdlhatdé f fiiggvény segitségével adhatok meg, reguldris disztribicidk-
nak nevezziik.

A 3. példdban 14tni fogjuk, hogy nem minden disztribicié adhaté meg ilyen médon.
Felvet8dik az unicitds kérdése. Ha u reguldris disztribticid, vajon csak egyetlen
olyan feL! (Q) fiiggvény létezik-e, amelyhez az u reguldris disztribtici6 tartozik?

loc

5. tétel. Tegyiik fel, hogy az f,g€L} (Q) figgvényekre teljesiil a

T, =T, (3.2.5)
feltétel. Ekkor f=g m.m. az Q halmazon.

Bizonyitds. A (3.2.5) feltételbdl kapjuk minden @€2(Q) fiiggvényre:

[fo =Ty @) =T,(¢) = [go.
2 2
Ekkor
f (f—2)o=0 tetszbleges @cD(Q) esetén. (3.2.6)
Q

Vezessitk be a h=f—g jelolést. Azt kell megmutatnunk, hogy A=0 m.m. az
© halmazon.

Nyilvan elég megmutatni, hogy tetszGleges K Q kompakt halmazon A=0 m. m.
Legyen d=o(K, 0Q). Ertelmezziik a % fiiggvényt a kovetkez8 médon:

. h(x), ha x€K?,
h(x) = { a2
0, ha x€eQ\K

(K* definiciojat 1. (1.4.12)-ben.) Az u=heL}(Q) figgvényre és a KY*cQ kom-
pakt halmazra alkalmazhat6 az 1. tétel. Ennek alapjan /£, az LY(Q) tér norméaja

d
szerint tart a h fiiggvényhez. Mdsrészt viszont x¢K, a<3 esetén
B = [hO)n(=pdy =

= [hO)n—pdy= [hG)n(x=y)dy =0.
Kd/2 2

Az ut6bbi egyenl8ség (3.2.6)-bol adodik, hiszen rogzitett x€K esetén az y—1,(x—y)

d
fiiggvény a 2(Q) fiiggvénytérhez tartozik, ha s<?.
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- d
Tehat a h, fiiggvény s<-2— esetén a K kompakt halmazon nulldval egyenld,

tovabba e—~+0 esetén az eldbbiek szerint /A, tart a /& fiiggvényhez az LYQ)
tér norméja szerint, igy annal inkdbb tart az LY(K) tér normdja szerint. Ezért valo-
ban A=0 m.m. a K halmazon. Mivel Q el8allithaté

@=U K, ahol K,= {x€B,(0):B,,(0c) (.2.7)
=1

alakban, ahol K;cQ kompakt, és a K=K,n h=0 m.m., ezért h=0 m.m.
az Q-n, igy az 5. tételt bebizonyitottuk. e

Az 5. tételbdl kovetkezik, hogy egy u reguldris disztribticié nullmértékdi halmaz-
tdl eltekintve egyértelmiien meghatdrozza azt a lokalisan integralhaté f fiiggvényt,
amellyel « a (3.2.4) formula szerint megadhaté. Eszerint (3.2.4) alapjan kolcsondsen
egyértelmili megfeleltetés IétesithetS a regularis disztribucidk és a lokdlisan integral-
hato fiiggvények ko6zott (az utdbbiakndl a m. m. egyenld fiiggvényeket azonosak-
nak tekintjiik). Ezért a tovabbiakban, ha ez nem okoz félreértést, a lokdlisan integral-
haté fiiggvényt és a neki megfelel§ disztribicidt a legtobb esetben egyforman jelsljiik.

PELDAK. 1. Legyen f€L
az aldbbi u funkcionalt:

() fiiggvény, « valamilyen multiindex. Tekintsiik

w(e) = [fp, @cD(Q). (3.2.8)
2

Konnyen belathatd, hogy u linedris folytonos funkcional a 2(Q) téren, vagyis
u altaldnositott fiiggvény. Megjegyezziik, hogy |x|=1 esetén az u funkciondl
nem hatdrozza meg m. m. az feL] (Q) fiiggvényt (I. a 7. feladatot). A 2. feladat-
ban latni fogjuk, hogy ha @, olyan nyilt halmaz, melyre ©,cQ, akkor az Q-n
definialt tetsz8leges u disztribicidnak a @€2(Q,) fiiggvényeken felvett értéke
megadhaté a (3.2.8) alakban.

2. Legyen a€R" valamilyen rogzitett pont és tekintsiik a kovetkezé médon értel-
mezett 6, funkcionalt:
5.(p) = ¢(a), @eZ(R"). (3.2.9)

Vilagos, hogy J, lineéris, tovabba folytonos is, hiszen

10.(@)| = | (a)| = sup |o].

A &, disztribliciét az (a ponthoz tartozd) Dirac-delta disztribucionak nevezziik.
A J, disztribucidt d-val jeldljiik.

Belatjuk, hogy J, nem reguldris disztribicio. Teoyuk fel ugyanis, hogy talalhato
olyan feL| (R") fiiggvény, amelyre

o(a)=3d.0) = [fo

RrR”
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lenue. Vilasszunk egy rogzitett yeCy*(R") fiiggvényt, amelyre yY(@)=1, és
suppy¥cla—1, a+1]. Helyettesitsiik az elGbbi egyenl@ségbe az aldbbi képlettel
értelmezett ¢;€Cy (R") fiiggvényeket:

0,00 =w[a+222).

fgy nyerjiik:
1=y =g;a)= [fo. (3.2.10)
Rn
Tekintve, hogy

1 1
supp ¢;C a—T, a+—j— »

azért lim (¢;)=0, tehit lim (fp;)=0 az a pont kivételével és

| f(x)|sup Y|, ha x€[a—1, a+1]

Lf(x) (pj(x)| = {() egyébként.

Lebesgue tétele szerint (1. az 1.2. pontot)
lim( ffo,)=0,
RVI

ami ellentmond a (3.2.10) egyenl8ségnek.

3.3. A disztribicio tartoja. A 2/(Q) tér

Az el8z8 pont 1. és 3. példaja alapjan a disztribdcidkat tekinthetjiik a lokalisan
integrilhaté fiiggvények altalinositdsinak. Ebben és az ezutin kévetkezd pontokban
latni fogjuk, hogy a klasszikus értelemben vett fliggvényekhez kapcsolédé sok fogalom,
illetve allitas atvihetd disztribicidkra is, mégpedig gy, hogy a disztribiciéra vonatkozé
definicié reguldris disztribicié esetében a klasszikus fiiggvényre vonatkozé megfeleld
fogalmat adja. Ezek alapjdn valéban jogos lesz a disztribicidkat altaldnositott fliggvények-
nek is nevezni.

A disztriblcié tartéjat a folytonos fiiggvények tartéjahoz hasonléan definidlhatjuk
(I. az 1.4, pontot). Ehhez elGszdr értelmezziik két, Q-n definidlt disztribucié egyenl§-
ségét Q egy nyilt részhalmazan.

2. definicié. Legyen u és v az QCR" nyilt halmazon értelmezett disztribiicid,
9, Q nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy u és v egvenldk az Q, nyilt halmazon, ha
w(@)=v(p) minden @€P(Q), supp pC Q, esetén.

Specidlisan, az u disztribliciérdl azt mondjuk, hogy az ,cQ nyilt halmazon
nulla, ha az Q, nyilt halmazon a nulla disztribiiciéval egyenld (a nulla disztribiicié
minden @€2(Q) alapfiiggvényhez a nulla szamot rendeli), azaz

u(p) =0, ha @€2(Q), supp o,
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Megjegyzés. Az 5. tételb8l kovetkezik, hogy ha u és » az f, ill. g lokalisan
integralhaté fiiggvényeknek megfelel§ disztribicidk, akkor u=v» az Q, nyilt
halmazon akkor és csak akkor teljesiil, ha f=g m. m. az Q, halmazon. Folytonos
f és g esetén ez azt jelenti, hogy f=g az @, halmazon.

A fentiek alapjan értelmezhetjiik az u disztribucié tartéjat.

3. definicio. Legyen u az Q nyilt halmazon értelmezett disztribucid, tovdbbd legyen
A azon Q-beli pontok dsszessége, melyeknek van olyan (nyilt) kornyezete, ahol az
u disztribucio nulla. Ekkor az u disztribucio tartéja

supp u = O\ 4.
ElSbbi megjegyzésiinkbdl kovetkezik, hogy ha u egy f folytonos fiiggvénynek
megfeleld regularis disztribucid, akkor
supp u = supp f,

vagyis valéban az 1.4. pontban targyalt tarté fogalmanak altalanositasarél van szé.

6. tétel. Legyen u az Q nyilt halmazon értelmezett disztribiicié. Az u disztri-
bucié nulla az Q\supp u nyilt halmazon.

Bizonyitds. A 4. definicié alapjan
ON\supp u = A,

ahol A4 azon Q-beli x pontok Gsszessége, melyeknek van olyan U, koérnyezete,
ahol az u disztribici6 nulla. Vildgos, hogy A nyilt halmaz. Tekintsiink tetszSleges
olyan @c2(Q) fiiggvényt, amelyre supp ¢ < 4. Megmutatjuk, hogy u(p)=0.
A K=supp ¢ kompakt halmazt lefedik az U, nyilt halmazok:
Kc |y U..
xeN

A K kompaktsaga folytan kivalaszthatd véges sok nyilt halmaz, amely szintén
lefedi K-t:

m
KC ]L"Jl Ux(j) °

Alkalmazzuk az egységosztas tételét (a 3. tételt) a K=supp ¢ kompakt halmaz és
az Q;=U; nyilt halmazok esetében. A tétel szerint léteznek olyan ¢;€2(Q)
fiiggvények, amelyekre

m

supp,C U ;, és > ¢;(x) =1, ha xckK.
=

x

fgy valéban

u(p) =u (fpgl co,-] = u(}éw;] = Z = u(pe; =0.
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Az ut6bbi egyenl@ségnél figyelembe vettiik, hogy az U o nyilt halmazon az «
disztribticié nulla. e

Kovetkezmény. Legyen u walamely Q-n értelmezett disztribucio és o€ 2(Q)
olyan fiiggvény, amelyre
supp u(supp ¢ = 0.
Ekkor

u(p) = 0.

Disztribucidk Osszegét és szammal vald szorzatat a linearis operatorokra alkalma-
zott definicidonak megfelelen értelmezziik.

4. definicié. Legyen u és v az Q nyilt halmazon értelmezett disztribiicid,
2 komplex szdm. Az u+v, ill. a Au funkciondlokat a kévetkezé mddon definidljuk:

(u+v)p = u(@)+v(e), 9€2(Q),
(Gu)(p) = 2-u(p), @E€D(Q).
A linedaris operdtorokra vonatkozé ismert allitas szerint u+v és Au linearis funk-
ciondl a 2(Q) vektortéren. Az is kénnyen lathatd, hogy u+v és Aiu folytonosak
a 2(£)-beli konvergencidra nézve; eszerint u+v és Ju is Q-n értelmezett disztri-
bucid.

Jelolje 2(2) az Q nyilt halmazon értelmezett disztribiiciok Gsszességét. Vilagos,
hogy 2(£)-ban az el6bb elmondottak szerint bevezetve az Gsszeaddst és a szdmmal
vald szorzast, 2’(Q) vektortér.

A reguldris disztribiciok esetében a most értelmezett Gsszeadds és szammal vald
szorzas ekvivalens a megfeleld lokalisan integrdlhat6 fiiggvények Osszeaddsaval,
ill. szdmmal val6 szorzdsival. Mas szdval, a 4. definicid a lokdlisan integralhaté
fiiggvényekre vonatkozé osszeadds és szdmmal vald szorzas altaldnositdsa.

Konnyen igazolhatd, hogy tetsz8leges u, v€2'(Q) disztribliciokra

supp (v+v)Csupp uUsupp v. 3.3.1)

A 2'(Q) vektortérben bevezetjiik az aldbbi, un. gyenge konvergencidt®: azt

mondjuk, hogy az u;€2'(Q) disztribiiciokbol (jEN) 4ll6 (u;) sorozat (gyengén)

tart az u€2’(Q) disztribiicibhoz, ha minden rogzitett € 2(Q) alapfiiggvény esetén
lim (;(9)) = u(@).

Az Osszeadason és a szammal valdé szorzdson kiviil értelmezhet§ tetszGleges
ucP'(Q) disztribucionak C=(Q)-beli fiiggvénnyel vald szorzasa. Ha feLj ()
és YeC=(Q), akkor YfeLl (Q) és

Ty@) = [We = [FfWe). (33.2)
2 Q

Ennek alapjan kézenfekvd a kovetkez8 definicid.

* A 2’(Q) vektortérben be lehet vezetni olyan topoldgiat, amelyhez tartozo konvergencia azonos
a szoban forgd konvergencidval.
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5. definicié. Legyen u€2’(Q), YeC=(Q); ekkor a Yu funkciondlt igy értel-
mezziik:

Wu) (o) = ue), ¢c2(Q).

A Yu funkcionél linearis és folytonos a 2(Q) téren, tehat Yyuc 2'(Q).
Ugyanis ¢€2(Q), y<€C=(Q) esetén YocZ(Q), tehat u(yp) értelmes. Tovabba
tetszGleges @y, @€ () esetén

W) (A 014 A2 00) = u (Y [Ar @1+ Ae¥e]) = u (A [Yo,]+ L[ @s]) =
= Lue)+ruWes) = 2 (Yu)e) + 2. (Yu) (@2).
Végiil ha (¢));en 22 @, akkor (Y9)); 22 Yo, és igy
lim ((Yu) (9)) = lim (u(Y @) = u@o) = (Yu) (9).

(3.3.2) alapjan vildgos, hogy reguldris u disztribicié esetében az 5. definicié
ekvivalens az w-hoz tartozd lokdlisan integralhato fiiggvény -vel valé szorzdsaval.

3.4. Disztribucio derivaltja

Ebben a pontban a klasszikus derivélt fogalmdnak (parciilis derivilt) dltaldnositdsaval
foglalkozunk. Ertelmezni fogjuk tetszéleges u€ P’(R2) disztribicié parcidlis derivéltjait.

Induljunk ki egyszerliség kedvéért egy fc CYR") fiiggvénybdl és tekintsiik annak
pl. a 0,f parcidlis derivaltjst. Az f és d,f fiiggvények lokalisan integralhatok.
Nézzitkk meg, hogy a 0,f lokalisan integralhaté fiiggvénynek milyen reguldris
disztribucid felel meg. A Fubini-tétel (1. az 1.2. pontot) felhaszndlasaval (3.2.4) alap-
jan, parcilisan integralva kapjuk, hogy tetszdleges @€ Z(R") fiiggvényre

+ co -+ co

o0
Tos@= [He= [ .. [[[@H®@ewdx]dx,..dx,=
RVI — >

— oo —

-+ oo 4 oo

= [ .. [ ] ]wf(x)(‘)l(p(x)dxl]dxz...dx,,: (3.4.1)

— oo — oo

= ffalfP =‘*Tf(81(f’)a
RII

ahol figyelembe vettiik, hogy a supp ¢ kompakt halmaz, amelyen kiviil ¢(x)=0.
Ennek alapjin tetszlleges u€2’(Q) disztriblcié d,u parcidlis derivaltjat a kovet-
kez8 mddon célszer(i definidlni.

6. definicié. Legyen ucZ’(Q), j valamilyen egész szdm, 1=j=n. A du funk-
ciondlt igy értelmezziik :
;1) (@) = —u(d; ). (3.4.2)

A 9 funkciondl linedris és folytonos a 2(Q) téren, azaz J;uc 7' (Q).
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Valéban, a ou funkciondl linedris, mert ¢, ,€D(Q), 41, 4,€C esetén

(0;1) (A 0y +220) = — u(@;[21¢01+22@0]) = — u()'laj §01+}~23j§02) =
= —;-1u((9j 1) —loll (3j P2) = Ay (31' u) (@) + 42 (3;'“) (92),

toviabbd ha (@), 22~ ¢, akkor az 1. definici6 szerint vildgos, hogy

D)5 P enZ25 9,0 is teljesiil (hiszen supp (9;p)supp ¢ és d;¢ barmely m-ed-

rendii parcidlis derivéltja a ¢ fiiggvény (m+1)-edrendd parcidlis derivaltja), igy
lim (0;0) (@) = lim (~u(9;9) = —u(9;9) = @;4) (¢)-

k

A (3.4.1) osszefiiggés azt jelenti, hogy tetsz8leges f€ CY(R") esetén, az f lokélisan
integrdlhaté fiiggvénynek megfeleld T, reguldris disztribucié (3.4.2) szerinti (4lta-
lanositott) derivaltja a @,/ — klasszikus értelemben vett — derivalt fiiggvénynek
megfelels T, . reguldris disztribtci6:

o1 T, = Tal f-
Hasonldé szamoldssal lathaté (1. a 18. feladatot), hogy tetsz8leges f€ CY(Q) esetén
é)j Tf = Tajf,

mas széval fECYQ) esetében a klasszikus és a (3.4.2) szerinti 4ltaldnositott derivalt
megegyezik.

A 6. definici6 ismételt alkalmazdsaval értelmezhetjiik barmely u€2'(Q) disztri-
bicié tetszGleges rendii parcialis derivaltjat:

@ u) () = (=)™ u(@*9). (34.3)

Vildgos, hogy minden esetben 9*uc 2’(Q) és 9°u fiiggetlen a parcidlis derivildsok
sorrendjétSl, hiszen @€Cy(Q) esetén 0@ fiiggetlen a parcialis derivalasok sor-
rendjétdl.

Az el8z8ekbdl az is kdvetkezik, hogy uc C¥(Q) esetén az u fiiggvény legfeljebb
k-adrend{i, klasszikus értelemben vett parcidlis derivaltjdnak megfelel§ regularis
disztribucié azonos az u-hoz tartozé reguldris disztribicid (3.4.3) szerinti (4ltaldno-
sitott) derivaltjaval. Azonban, ha a klasszikus parcidlis derivaltnak csak a létezését
tételezziik fel, hasonlé nem mindig allithaté. Lehetséges, hogy a parciilis derivalt nem
lokalisan integralhatd, tovabba gondoljunk arra is, hogy a klasszikus parcialis deri-
valtak 1étezése esetében elSfordulhat, hogy 0,051 #0501 f.

Ezzel kapcsolatban megemlitjiik még a kovetkezSt. Ha feC(Q) és 0;T, egy
geC () figgvénynek megfelel§ reguldris disztribucid, akkor létezik a klasszikus
értelemben vett J; f parcidlis derivalt és

0,if=g

(. az 1. feladatot). A klasszikus fiiggvényekre vonatkoz6 differencidlasi szabalyokhoz
hasonldan az Gsszeg és a szorzat derivaltjara igaz a kovetkez§.
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7. tétel. Ha u, v€ D’ (Q), akkor tetszbleges Ay, A€ C mellett
0j(Mu+2A30) = 4 0;u+ 20,0,
és bdrmely YyeC=(Q) esetén
0;(Yu) = @) u+y (9;u).

Ennek megfelelden Yu magasabb rendii derivdltidra érvényes a jol ismert Leibniz-
szabdly.

Bizonyitds. Az allitas els§ része a 6. definicié alapjdn nyilvanvalé.

Az 4llitds masodik részét az 5. és 6. definicid, valamint a szorzat klasszikus dif-
ferencialasi szabalya alapjdn igazoljuk. Legyen ¢€2(Q) tetszSleges fiiggvény, ekkor
[0, (W) (9) = —(u) (9;0) = —uly (9,;9)] =
=—uld; (Y @)—0;¥)p] = (0;u) W)+ ul(0;¥) o] =

= [ (0;wl (@) +[0;)ul (). @

 Végiil megemlitjiik, hogy tetsz8leges u€2’(Q) disztribiicié lokdlisan megadhatd
mint egy k6zonséges fliggvény derivaltja. Pontosabban, igaz a kovetkezd.

Legyen u€2’'(Q) és ©2,CR” olyan nyilt halmaz, amelyre Q,cQ, ©, kompakt.
Ekkor megadhat6 olyan fcL?(Q,) fiiggvény és olyan « multiindex, hogy u=0*f
az £, halmazon, azaz

u(p) = (- Dl foa“% ha €D (Qy).

(EbbSl kovetkezik, hogy u egy folytonos fiiggvény (Jo|+n)-edrendii derivéltjaként
is el8allithatd.) Ezzel kapcsolatban 1. a 2. feladatot.

PELDAK. 1. Tekintsitk a H Heaviside-fiiggvényt:

1, ha x=0,

H(x):{o, ha x<0.

(3.4.9)
Vildgos, hogy H lokalisan integralhaté fiiggvény R'-ben. Hatdrozzuk meg a
Ty 2’'(RY) disztribuicio els§ derivaltjat. (3.4.2) szerint

+ oo

(Ty) (9) = —Ty(9) =— f Hy' =

. oo

(I. a (3.2.1) definiciot). Mas szoval
(Ty) =9, (3.4.5)
vagyis megkaptuk a 3. szakasz bevezetésében emlitett Gsszefiiggést, pontos matema-

tikai forméban.
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2. Legyen f:R-—R olyan fiiggvény, amely az (a, b) intervallumban az
@, 4, ..., a, pontok kivételével klasszikus értelemben folytonosan derivdlhaté.
Az a; pontokban az f fiiggvénynek létezz€ék bal és jobb oldali hatarértéke (f(a;—0),
illetve f(a;+0)),

—o =g <@y <dy<..<dy,<b = 4o

Legyen végiil az f’ Kklasszikus derivéltfiiggvény az a; pontok kornyezetében is
integralhaté, vagyis lokéalisan integralhaté az (e, b) intervallumon, ekkor
feLi,.((a, b)). Szamitsuk ki az f fiiggvénynek megfelels T,€9’((a, b)) reguldris
disztribacié derivaltjat. (3.4.2) szerint p€2((a, b)) esetén

(T @) =~Tp) == [ fo' == [ fo' = [ Jo' == [ 1"

A kapott integralok parcidlis integraldssal 4talakithatdk, pl.

a, —& ﬂl—e a

f fol = Jim, [ fo' = Jim {L foli=e - I roy=ter= [ 7.

fay
(T (@) = {~Ufole+ [ Fo)+{~Lsols+ [Fo}+...+{-Lfob+ [Fo} =

b
= [ Fo+1f(@+0)—f(a,—0)] ¢ (a)+[f(ax+0)—f (@ —0)] ¢ (az)+ ...

e S @0~ = 010 (@) =Ty () 3 [f (@40~ (a;=015,,(0)

vagyis
(T;Y =T+ é[f(aj+0)—f’(aj+0)] Oa, - (3.4.6)

T, az f’ kozonséges derivéltfiiggvénynek megfelel§ reguldris disztribicio, az
f’ fliggvény nincs értelmezve az a; pontokban; f(a;+0)—f(a;—0) az f fiigg-
vény ugrdsa az a; helyen.

3. Tegyiik fel, hogy az u: R—R fiiggvény kielégiti R-ben az
U™t a, w4 tau+au=0
illando egyiitthatds kozonséges differencidlegyenletet és az
u@ =v0)=..=u"20)=0, ™ D0 =1

kezdeti feltételt. Legyen
u(x), ha x =0,

E() = { 0,

ha x<0O.

Ekkor az E (nyilvan lokdlisan integrathatd) fiiggvénynek megfeleld Ty regularis
disztribiiciora igaz a kovetkezG:

(T +a, (T V+.. . +a,(Tg) +a,Tp = 6.
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7o, 2

Ugyanis az el6z8 példa (3.4.6) eredményét ismételten alkalmazva nyerjiik, hogy
(Tg) =T,
(7_119)” = (Tg) = T,
(TE)(m—l) = (TE(m—Z)), = TE(m-l),
(Te)™ = (Tgem-vY = Tpem +[E™D(0+0)—E™=(0—0)]6 = Tewn+4.

Ezért
(Te)™ +am-1(Tp)" "+ ... +a1(Te) +aoTe =

=0+Tem+am-1Tem-v+...+a1Tg+aoTE =
= 5+TE('"’-%-ﬂm_1E""'”+..‘+alE’+aoE =0+To=6.

4. Ertelmezziik az R>bsl R-be vivé E fiiggvényt a kovetkez8 modon:

1
E(x1, X)) = 5 H(x—[xa]), (%1, X2)ERE, X1 # X,
2

azaz
1

—, ha x; =[x,
E(x13x2)= 2
0$

ha x; = |x,l.

.

'v,,,/ l K

4. dbra

S

Xy =[x,

Ekkor az R2-ben nullmértékii halmaz kivételével mindeniitt értelmezett E fiigg-
vény lokalisan integrdlhatd, és az E-nek megfelel§ 7€ 2’(R?) regularis disztribi-
cidra igaz az alabbi Osszefiiggés:
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Vegyiink ugyanis egy tetszleges o€ 2(R?) fiiggvényt, erre (3.4.3) alapjan
(0iTg—03TE) (0) = (03 Te)(0)— (03TE) (@) =
=Tp(@9)—Te(30) = [Edo— [Edjo =
R: R:

= _Zm [ }w (—é— (')'fcp] dxl] dxz—oj'w [ jl {%—33@] dx2] dx; =

[x,] —x,
1

+oo
=5 [ Foolu mildx [ Dol m)=d0(u—xld,

— oo

Az elsG tagban szerepl§ integralt alakitsuk at helyettesitéssel 0-tol (+<0)-ig ter-
jedd integralokka:

+ o0 4 o0

[ =019 (Ix], xo)) dx, = f [—010 (%], x2)] dx, + f [—019(Ixa], x2)] dxy =

— oo

oo

+ o0
= f 01 ¢ (xz, —X3) dxs — f [01 ¢ (x3, X5)] dx.
0 0
Eszerint
RTp—03Ty)(9) =
15 1
=—7 [ 000 N+u0 N dy=5 [ D100, =0)=d:0 (. —)dy.
0
Tekintsiik az alabbi g, #: R—R fiiggvényeket:

g =900y, JER,
h(y) = o(y,—»), Y€R,

Ekkor a kompoziciofiiggvény differencidlasi szabalya szerint

g ) =010, Y)+00(, y),

. K () =00, —»)—d:0(», —),
vagyls

+oo +oo
BT~ BTI0) = —5 [ & OMy— [ K()dy =
0 0
2 8O+3h(0) = 9(0,0) = 5(p).

Tehat igaz a (3.4.7) Osszefiiggés.

5. Ertelmezziik az E: R"*1~R fiiggvényt a kovetkezd képlettel:

Ix[2
1 T2
- ————e e s ha x,> 0,
b('xﬂ’x1$ teey xn)= (2 VTCX())H 0
0, ha x,=<0,
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ahol x=(x,, ..., x,), [x[*= 3 x%. Megmutatjuk, hogy a nullmérték{i halmaz kivétel¢-
i=1

vel R"*'-ben mindeniitt értelmezett E fiiggvény lokalisan integrdlhatd, és az E-hez
tartozd Tr€ D'(R**Y) reguldris disztribucidra igaz, hogy

BoTE_ 2; 3?TE = 6. (3.4.8)
j=

+ oo
Valoban, az f e Vdy=}n 6sszefiiggés felhasznalasaval nyerjiik, hogy tetsz8le-

— oo

ges x>0 mellett
f[E(xo, Xis oo Xp)|dx = fE(xo, Xiy s X)dx =
Rn Rn

—%:"dx = (2 an e f(2 on) e—l.vIZdv -

o ey { WIS

Ebbé] nyilvan kovetkezik, hogy E az R"*! tér minden korldtos mérhet6 halmazan
integralhatd, E lokdlisan integralhato.

Ezut4n tekintsiink egy tetsz8leges @€ 2(R"+Y) fiiggvényt. A derivalt disztribucio
definicidja, (3.4.3) alapjan — tekintve, hogy x,<0 esetén E(xg, Xy, ..., X,)=0 —
a kovetkezSt kapjuk:

1
- T [e

(47e- 237 @) =—Tero- 310301 -
=- }w [ [ ECxa, %) 000 (x0, ) dx] dxo—
0 Rn

n +t
= 3 [ [ [EGo, 0350 (xo, x)dx] dxo =
Jj=1g R»

&>+

+oo
= — limo {f [R_[E(xo, X) 0o @, (Xo, x)dx] dx,+

n te

+ 3 [ [ [EGo, 930 (x0, 1) dx] dxaf (3.4.10)
J=1g R»

A masodik tagban a szdgletes zardjelben lev integrdl x,>0 esetén kétszeri parcidlis
integraldssal igy alakithaté at:

J EGo, 9030 (x0, x)dx = — [ ;E(xs, X0, (xo, )dx =
Rn R~

= [BE(xy, )0 (xo, X)dx. (3.1.11)
Rn
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Az els6 tag igy irhaté:
+oo +oo
S [ EGo, )00 (x0, Ddx] dxy = [[ [ E(xo, )00 (o, X)dx,y] dx =

n

f[ E(S’ X)(P(S, x)—" jwaOE(xﬂv x)(/’(xo, x)dxo] dx =

Rn

— [E@ 0)lo( )0 0)]dx—o (e 0) Rj E(e, x)dx—

+ oo
- f [Rf 00 E(xo, X) @ (o, x)dx] dx,. (3.4.12)

A (3.4.9) osszefiiggés alapjan
ali&lo (e 0) R_"/'E(a;, x)dx = a-l—igll—o (e 0) = ¢(0,0), (3.4.13)
tovabba a Lagrange-féle kozépértéktétel alapjan alkalmas 9€(0, 1) szimmal

| [Ee, 0o, -0 0]dx = [E(e, D)o )—0 (@, 0)dx =
Rn

dx= [E( x)lx| 3 supld;pldx=c [ E(, x)|x|dx
R» j=1Rn+t Rn

= fE(s, x)l Zn,’ajqo(s, Ix)x;
Rn j"—‘l

x
(3.4.9)-hez hasonldan, 57:: v helyettesitéssel adodik:
&€

Rnflz“(e,x)lxldx- B V‘) fl x| _I:fdx_ (2V 5 fzflyle"yl’(zlf‘) dy =
= V_) [1ylebray.

Az utébbi integral nyilvan véges, igy
Emomf E(e, X)|x|dx = 0,

tehat
dim, [EG D)o@ x) -0 0ldx =0.
Ezért a (3.4.10)—(3.4.13) Osszefiiggések felhasznaldsaval kapjuk, hogy
+ oo

[30TE Z’ 02 TE] (p)=— e11%0{— f [RfE(xO, x) @ (Xq, X) dx] dxy+

n T
+ 2 f [ JOEG, )0 (o, )dx+0(0, 0)

MN{ f f [0 EGxor x)— ZazE(xo,x)qo(xo,x)]dxdxo}+(p(0 0).



Egyszerii szdmol4ssal ellendrizhetjiik, hogy

30E(x0, X)— 2 aEE('XOa x) = 09 ha Xo = 0’ XER",
j=1

i

igy az el6z8 Osszefiiggésbdl barmely @€ 2 (R"+1) mellett

(27 Z837:)0) = 00,0 = 560,
ami éppen a kivant (3.4.8) egyenlséggel ekvivalens.

6. Legyen QcCR" tetszSleges tartomany, tovdbbi az Q;CR" lokdlisan tégla-
szer{i tartomdnyra @, az Q tartomdny kompakt részhalmaza. Tegyiik fel, hogy
FECHQ) és feCHON\L,). Szémitsuk ki az f lokalisan integralhaté fiiggvényhez
tartozé T, disztriblicié 9; derivaltjat!

TetszOleges @€ 2(Q) fiiggvényre a Gauss—Osztrogradszkij-tétel alapjan (1. az
1.5. pontot)

@ T =—T;0;0)=— [£@;0) =
[2]
- ) — =— [[0.(F0:0)— 0d. f1— D.(FO.0)— 00, F1 =
n,f f@;0) Q\[zlf(i)m) f [0;,(f0;0)— 00, f] 9\41[,0,@ 00, £

=— [fo@0)vdo+ [0d;f+ [fe@0)v;dot [ ¢d;f=
a9, g, a9, Q

N2y

= f (f+ —f-)@;0)v;do+Ts 1 (¢),

ahol v=(vy, ..., v,) a 92, feliilet ©,-bdl kifelé mutaté normalvektora, f,, illetve
f— az f fiiggvénynek a ¢, peremfeliileten beliilrél, illetve kiviilr6l vett limesze.

3.5. Kompakt tartdjua disztribiciok

A kés3bbiekben tobb helyen fontos szerepiik lesz az olyan disztribuiciéknak, ame-
lyeknek tartéja kompakt halmaz. Megmutatjuk, hogy ezek a disztribicidk egy D(Q)-nél
bdvebb, alkatmas konvergenciival ellitott &(2) vektortéren értelmezett linedris
folytonos funkciondloknak is tekinthet&k.

8. tétel. Legyen uc2’'(Q) olyan disztribicio, melyre supp u=K kompakt halmaz.
Ekkor létezik egy és csak egy — a C=(Q) vektortéren értelmezett — olyan i linedris
Junkciondl, melyre

L. i(p) = u(p), ha @c2(Q);
2. it(p) =0, ha @€C=(Q) és suppoK=0.

Bizonyitds. a) Eldszor belatjuk az egyértelmiiséget. Tegyiik fel, hogy @ a fenti
tulajdonsagt linedris funkcional a C=(Q) vektortéren. Legyen € C5(€2) olyan
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rogzitett fiiggvény, amely a KcQ kompakt halmaz egy kornyezetében I-gyel
egyenld. Ilyen ¢ fiiggvény létezik a 2. tétel szerint. Ennek felhasznalasdval barmely
e C=(Q) fiiggvény

o =yo+(1-¥)o (3.5.1)

alakban irhat6, ahol Yee2(Q) é supp [(I —y)elNK=90. Ezért a 2. majd az
1. tulajdonsagot felhaszndlva kapjuk:

a(p) = aWe)+a((l—y)p) = a(pe) = u@Wo).

Ebbdl kovetkezik, hogy legfeljebb egy kivant tulajdonsdgd # linedris funkcional
létezhet. Ha ugyanis u szintén megfelelne a feltételeknek, akkor az el6bbiek szerint

(@) = u(yo) = i(p)

adddnék, barmely @€ C=(Q) mellett.
b) Megmutatjuk, hogy létezik a kivant tulajdonsagu @ kiterjesztés. Az elGbbiek
alapjan legyen definici6 szerint

i(p) = ulpp), 9eC=(Q)

(ahol Ye(Q) olyan rogzitett fiiggvény, amely 1-gyel egyenld K=suppu egy
kornyezetében). (3.5.1) alapjan konnyen bel4thatjuk, hogy teljesiil az 1. tulajdonsag:
PED() esetén

() = u(Wo) = u(p)—u((L-Y)¢) = u(p).

Az utdbbi egyenlSségnél felhasznaltuk, hogy supp uNsupp ((I—y)@)=0 és a
6. tétel kovetkezménye alapjan u((1—y)¢p)=0.

A 2. tulajdonsag abbdl adodik, hogy supp (Y@)supp ¢, és ezért ha @cC=(Q)
olyan, amelyre supp ¢ K=0, akkor anndl inkdbb supp YoM supp K=0, igy
a 6. tétel kovetkezményét ismét felhasznalva kapjuk:

i(p) = ule)=0.

Megjegyzés. A tétel bizonyitdsa sordn azt nyertiik, hogy az u funkcional kiter-
jesztése C=(Q)-ra az
) = ulp), eeC=(2)

formuldval adhaté meg, ahol Ww¢C=(Q) olyan rogzitett fiiggvény, amely supp u
egy kdrnyezetében 1-gyel egyenlS. (Természetesen — a 8. tétel alapjan — az u kiter-
jesztés fiiggetlen a  filiggvény megvalasztisatol.)

Ertelmezziink konvergenciat a C=(Q) vektortéren a kovetkezé médon.

7. definicio. A ;€ C=(Q) figgvényekbdl dllo (¢;) sorozat (JEN) tart a e C=(Q)
fiiggvényhez, ha minden rogzitett o multiindex mellett a (9°@;) sorozat Q minden
kompakt részhalmazdn egyenletesen tart a 0% fiiggvényhez. Ezzel a konvergencidval
elldtorr C=(Q) wvektorteret §(Q)-val jeloljiik, a konvergencidra pedig az aldbbi témor
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Jjelolést haszndljuk:
&@) 0

(@)ien-2 ¢, vagy (0;)

Megjegyzés. Vildgos, hogy ha (¢;) 22, ¢, akkor (p;) £2., ¢ is teljesiil.

9. tétel. Legyen uc2’'(Q) kompakt tartdji disztribucio, @i pedig u kiterjesztése
C=(Q)-ra a 8. tételnek megfelelden. Ekkor @ linedris folytonos funkciondl az &(SQ)
téren.*

Bizonyitds. Csupan azt kell igazolnunk, hogy # folytonos az &(Q)-beli konver-
genciara nézve. Tegyiik fol, hogy
&(2)
(¢)— o.
Legyen a y€Cy(Q) rogzitett fiiggvény 1-gyel egyenlé supp u egy kornyezetében.
Ekkor a 7. és az 1. definicié alapjan vilagos, hogy

o) === Yo,
tehat
lim (#(p))) = lim (u(ho)) = u(po) = d(p). o

10. tétel. Legyen v az &(Q) vektortéren értelmezett linedris funkciondl. A v funk-
ciondl akkor és csak akkor folytonos (az &(Q)-beli konvergencidra nézve), ha meg-
adhaté olyan KC Q kompakt halmaz és olyan m=0 egész szdm, tovibbd c¢=0

szdm, hogy
p@)=c 2 sgp el @es @ (3.5.2)

Bizonyitds. A 4. tétel bizonyitasdhoz hasonldan jarhatunk el. A feltétel elégséges-
sége a 7. definicié alapjin nyilvanvalé.

A feltétel sziikségességét indirekt modon bizonyitjuk. Legyen a » linearis funk-
ciondl folytonos az &(Q)-beli konvergenciara nézve. Tegyiik fel, hogy a (3.5.2)
feltétel nem teljesiil. Tekintsiik a (3.2.7) szerinti K; kompakt halmazokat:

K; = {x€B;(0): B1 (x) © Q}, jeN.

J

Ekkor barmely K< Q kompakt halmazhoz talalhaté olyan j,, hogy
K; > K, ha j=j,.

Ha a (3.5.2) feltétel nem teljesiil, akkor barmely j€N szamhoz talalhat6é olyan
®;€6(Q), hogy .
lo(p)| =J ;aéj e 0%l

* A C”(Q) vektortérben alkalmas modon értelmezhetd topologia. Ezzel egy olyan lokalisan
konvex topologikus vektorteret kapunk, amelyen u# folytonos.
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Legyen |//j=L. Ekkor
v(e;)) .
1L=0v@p)=>j [ éj S}(xp 10"yl (3.5.3)
tehét 7
1
sup 10*y;} <= —, ha j= |«
K, J
Ebbdl viszont kovetkezik, hogy
;) 22 0, (3.5.4)
hiszen barmely KcQ kompakt halmazt véve, K;DK teljesiil j=j, esetén,
igy rogzitett « multiindex mellett

1 : .
Sup [0°Y,| = sup [0%,] < =, ha j = max{jy, |af},
’ .

vagyis (0";) egyenletesen 0-hoz tart a K halmazon. A (3.5.4) Gsszefiiggésbdl fel-
tevésiink szerint kovetkezik, hogy

lim (v(¥;)) = 0,

ami ellentmond a (3.5.3)-beli egyenlGségnek.
Ezzel a (3.5.2) feltétel sziikségességét bebizonyitottuk. e

11. tétel. Legyen v linedris folytonos funkciondl az &(Q) téren. Ekkor v leszil-
kitése D(Q)-ra kompakt tartdji disztribucid.

Bizonyitds. A 7. definicié utdni megjegyzésbdl kovetkezik, hogy » lesziikitése
2()-ra linearis folytonos funkciondl 2(Q)-n, vagyis disztribicid. Jeldljitk ezt
u-val.

Megmutatjuk, hogy suppu# kompakt halmaz. A 10. tétel szerint megadhato
olyan KC Q kompakt halmaz, m=0 egész szdm és ¢=>0 szdm, hogy

p@I=c 3 suplool, pcs (@)

Ebbdl az egyenlStlenségbdl azonnal adddik, hogy

v(p) =0, ha supppNK=10, @c&(Q),
tehat
u(p) =0, ha supppNK=0,0p2(Q).

Ez pedig azt jelenti, hogy
suppuc K. e

Jeloljitk az &(Q) téren értelmezett linedris folytonos funkcionalok Osszességét
&’(Q)-val. Koénnyen lathatd, hogy &’(Q) a szokdsos miiveletekre nézve vektortér,
amelyben 2'(Q)-hoz hasonléan értelmezhets a gyenge konvergencia.

A 8., 9., 10, 11. tételek eredményeit Gsszefoglalva megallapithatjuk, hogy barmely
kompakt tartoju w€P’(Q) disztriblicionak a 8. tétel szerinti, egyértelmiien meg-
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hatdrozott @ kiterjesztésére a€S’(2) teljesiil, és megforditva, minden v€&7(Q)
lesziikitése 2 (Q)-ra, kompakt tartéju u disztribicid. Az is konnyen lathatd, hogy
ekkor » azonos az u€2’(Q) disztribucio 8. tétel szerinti # kiterjesztésével. Eszerint
a kompakt tartéju disztribiciok és az &'(Q) tér elemei kozott kolcsondsen egyértelmi
megfeleltetést létesitettiink. Sok esetben ennek megfelelen azonositjuk a kompakt
tartoju disztribicickat &7(Q) elemeivel, vagyis az &(Q) téren értelmezett linedris
folytonos funkciondlokkal.

Végiil megemlitjiik, hogy ha u£2’(2) kompakt tartdju disztribucio, akkor meg-
adhat6 olyan feLX(Q) fiiggvény és o multiindex, hogy u=0*f az egész Q hal-
mazon. (Tetsz8leges u€ P’(2) esetében a fenti elGallitast csak olyan @Q; nyilt hal-
mazon tudtunk biztositani, amelyre O,CQ kompakt halmaz; 1. a 3.4. pontot.)
Ha pedig u€2’(Q) tartdja egyetlen a pont, akkor u elGallithaté a 6, disztribi-
cié és derivaltjai véges linedris kombindcidjaként, vagyis léteznek olyan b, dallan-
dodk, hogy

u= 2 b,0%3,.

af=m

Ezen allitasokkal kapcsolatban 1. a 29. és 34. feladatokat.

3.6. Disztribiciok direkt szorzata

Ebben a pontban a direkt szorzat disztribucidkra valé dltalanositdsaval foglatkozunk.

Legyen feL! (R") és geLi . (R™ fiiggvény. A Fubini-tételnek az 1.2. pontban
emlitett kovetkezménye alapjan az f és g fiiggvények direkt szorzata, a h=fxg
fliggvény lokélisan integralhaté az R"*™ téren.

Elgszor nézzitk meg, hogy a A=fXg lokalisan integralhatd fiiggvényhez mely
reguldris disztribiicid tartozik. Tetszéleges @€ 2 (R"+™) fiiggvény esetében a Fubini-
tétel alapjan (l. az 1.2. pontot)

Traa@) = Tal0) = [ ho = R[ [J @) (x, y)dy] dx =

= Rf [f(X)Jg(y)w(x, ,v)dy] dx,

tehat _
Troy(@) = Tp(x ~[Ty(y— o (x, M)))- (3.6.1)

Mas szoval, az fX g fiiggvényhez tartozo disztribilicié a kdvetkezd médon hat egy
o alapfiiggvényre: rogzitett x mellett az y—q(x, p) fiiggvényre alkalmazzuk
a g-hez tartozd reguldris disztribiicidt, az eredményiil nyert mennyiség x-t8l fiigg,
és erre — mint az x fiiggvényére — alkalmazzuk az f-hez tartozo regularis disztri-
bliciot.

A (3.6.1) jobb oldalanak megfelelGen szeretnénk értelmezni a tetsz8leges u€ 2'(R")
és veZ’(R™) disztribliciok direkt szorzatat. Ehhez sziikségiink van a kovetkezd
lemmara.
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Lemma. Legyen veD'(R™) disztribucio. Tetszleges @€ D (R"™)  fiiggvénvher
rendeljiik hozzd a WR"-~C fliggvényt a kovetkezbképpen:
P (x) = o(y— 0 (x, »). (3.6.2)
Ekkor yic@(R"), tovdbbd a ¢ fiiggeényhez a W figgeényt hozzdrendelé
A: D(R"T™ =G (R") operdtor linedris és folytonos, 2,=%(R"*™). Az A operdtor
Sfolytonossdga azt jelenti, hogy ha

_@(Rn+1n)

g (Rn)

(@i)ien - ¢, akkor (A@jjen > Ap.

Bizonyitds. a) ElSszdr belatjuk, hogy a (3.6.2) szerinti ¢ fiiggvény folytonos.
Legyen x,€R" tetszés szerinti pont. Elég megmutatnunk, hogy x, limeszi tetszé-
leges (x;) sorozatot véve (x;€R"), teljesiil, hogy

lim (f (x;)) = P (xo). (3.6.3)
(3.6.2) szerint
W (x) =v(y—o(x;, )
Nem nehéz belatni, hogy az y—o(x;, ) fiiggvényekbdl all6 sorozat a Z(R")
tér konvergencidja szerint tart az »—o(x,, v) fliggvényhez. Ugyanis egyrészt

supp (3 — @ (x;, »))

nyilvdn benne van a supp ¢ < R"*™ korlatos halmaz R™-re vald vetiiletében, ami
nyilvan j-t8l fiiggetlen korlatos halmaz az R™ térben. Madsrészt, tetszbleges o=
=(oy, g, ..., &,) multiindex esetében, a *(y—p(x;, ¥))=y—0dip(x;, ¥) fiiggvények
egyenletesen tartanak a  9"(y—@(xe, »))=r—050(x,, y) filgevényhez, ha j-oo
(%0 a ¢ fuggvény (n+1)-edik, (n+2)-edik, ..., (7+m)-edik véltozdja szerinti
valamely parcidlis derivaltjat jeloli), csupan azt kell figyelembe venniink, hogy
a dp fiiggvény — folytonos, kompakt tartdji lévén — egyenletesen folytonos az
egész R"+™ térben.

igy az 1. definici6 szerint valéban az y—p(x;, y) figgvényekbdl allé sorozat
a 2(R™ tér konvergencidja szerint tart az p—@(x,, y) fliggvényhez. Ebbdl
(3.6.2) alapjan rogton adddik (3.6.3), igy igazoltuk W folytonossagat.

b) Megmutatjuk, hogy suppy kompakt halmaz. Valdban, ha x a suppe
kompakt halmaz R" térre vald vetiiletén kiviil helyezkedik el, akkor minden y£R™
esetén o(x, »)=0, ezért ilyen x pontok esetében

P (x) =v(y—@(x, »)) =0.

Mivel supp ¢ vetiilete az R" térre szintén kompakt halmaz, azért a fentiek alap-
jan supp ¥ is korlatos, igy — R" zart részhalmaza lévén — kompakt halmaz.

¢) Ezutan igazoljuk. hogy ¥ egyszer folytonosan derivathato és
(D;9)(x) = v(y— 7@ (x, 1)), (3.6.4)

ahol 07 a ¢:R"*"~C fligevény j-edik véltozoja szerinti (,.x; szerinti”) parcidlis
derivaltjat jeloli.
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Valédban, legyen (/) tetszdleges olyan valds sorozat, amelyre £;,0, lim(/4,)=0,
J
és legyen AP=(0, ..., A, 0, ..., 0), ekkor v linearitdsa folytan

YOo+h) v ) (yH Ho(x+h?, y)—0j o (x, y))

A Lagrange-féle kozépértéktétel alapjan alkalmas 0<8,<1 szdmmal irhatjuk, hogy

fo(x+hP, y)—03p(x, y)
hy

=07 (x+9h{0, y),
igy
Y (x+hD)—(x)
s

= v(y—> @ (x+9hi", »)).

Az a) részben alkalmazott okoskodashoz hasonldéan Iathaté, hogy az
y—=05p- (x+91Y, y) fiiggvényekbdl 4116 sorozat koo eseténa Z(R™) tér konver-
gencidja szerint tart az y—d7(x, y) fiiggvényhez. igy

i VB —Y ()

koo hk

=1lim v(y— 0f@ (x-+ %", ¥)) = v(y > 0 (x, y))

ezzel belattuk a (3.6.4) Osszefiiggést. A 9, fiiggvény folytonossaga (3.6.4) alapjan
kovetkezik az a) pont eredményébdl.

d) A c¢) részeredményt ismételten alkalmazva nyerjilkk, hogy yYecC=(R") és
tetszGleges o multiindexre

@Y (x) = v(y = o (x, »))- (3.6.5)
fgy a b) részt is figyelembe véve megkapjuk, hogy W€ 2(R").
e) Az A: 2(R"*™)>~P(R") operator linearitisa (3.6.2) alapjdn nyilvanvald.

Belatjuk, hogy A4 folytonos operator. Legyen (¢;) tetszSleges olyan sorozat,
amelyre

(@)jen 2520
Ekkor van olyan KCR"*™ kompakt halmaz, hogy
supp ¢; C K.

Jeloljik K,-gyel a K halmaz vetiiletét az R" térre. Ha x¢K;, akkor ¢;(x, y)=0
minden y€R™ mellett, tehat

Y;(x) =v(y—@;(x, »)) = 0.
Eszerint

supp ¥; < K. (3.6.6)
Masrészt (3.6.5) alapjan

0"y (x) = v(y— 050;(x, ¥)),
(*V)(x) = v(y— 20 (x, ¥)),
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igy
1Y) ) =@V )] = [o(y— [020,;(x, ) =20 (x, Y.

Hasznaljuk fol a 4. tételt a +€2’(R™) disztriblicié esetében, a K,CR™ kompakt
halmazzal, ahol K, a KCR"*"™ kompakt halmaz vetiilete az R™ térre. {gy azt
kapjuk, hogy alkalmas r=0 egész és ¢=0 valds szammal

00, () ="y ()] = [p(y—[020,(x, -0 (x, )])| =

=c 1,9%' sup|y — [0305 ¢, (x, ¥)— 0308 o (x, y)]| =

=c WZ sup{l030% o, (x, »)—0%0% o (x, y)|: xER", yeR™}.

Tehat a [(0*y;)(x) —(0*y) (x)| mennyiséget egy ((¢,) LR, ¢ folytan) nulldhoz
tarté szdmsorozat j-edik tagjaval sikeriilt becsiilniink. fgy (3.6.6) figyelembevételével
valéban adodik, hogy () 2R, v, azaz (Ae,) 2R, Ap. Ezzel az A operétor
folytonossagat is igazoltuk, a lemmat teljes egészében bebizonyitottuk. e

A lemmabdl kozvetleniil adodik az alabbi tétel.

12. tétel. Legyen ucP’(R"), ve€Z’(R™. Ekkor tetszbleges @€Z(R"+™)=
=9(R"XR"™) fiiggvényen értelmezheté a

w(p) = ufx— [v(y— o (x, »)]}

Sfunkciondl. Az igy definidlt w linedris és folytonos funkciondl a 2(R"T™) téren,
vagyis weQ' (R"*™) disztribucio.

8. definicio. A fenti formuldval értelmezett we Q' (R**™) disztribiiciot az uc 2'(R")
és veZ’'(R™) disztriblicidk direkt szorzatdnak nevezziik és igy jeloljik:

W= uxuv.
M4s szdval

(uxv)(9) = u{x—[v(y— o (x, »)]}- (3.6.7)

(3.6.1) alapjan vildgos, hogy regularis disztribucidk esetében a direkt szorzat ekvi-
valens a megfelel§ lokalisan integralhaté fiiggvények direkt szorzatidnak képzésével.

Megjegyzés. A 8. tétel szerint barmely u€2’'(R") és ¢€2’(R™) disztribucié
direkt szorzata értelmes. Hasonld mddon lehetne értelmezni tetszGleges u€ 2(Q,),
v€D'(Qy) (Q,C R, Q,cR™) disztribiicidk direkt szorzatat.

Ezutan ismertetjiik a direkt szorzat néhany fontos tulajdonsagit.

13. tétel. Tetszoleges uc 2’ (R"), v€ 2’ (R™) esetén az uXv direkt szorzat igy is
meghatdrozhatd:

(uxv)(p) = vfy+ [u(x—~ o (x, »)]}
azaz

u{x— [v(y— o (x, M)} = v{y— [u(x— o(x, )]}, P€ZR"*™). (3.6.8)
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Bizonyitds. a) ElGszor belatjuk, hogy a (3.6.8) Osszefiiggés teljesiil bizonyos spe-

cidlis alakt ¢ alapfiiggvények esetén. Nevezetesen, tekintsiink olyan ¢ fiiggvénye-
ket, amelyekre

N
Ppx,y) = ;;; ¥ ()7, (),
ahol ;€2 R"), x;£2 R™). Ekkor

TR %)) (R P 1 (e RV | |
= u{x»—+ [,2\‘1 t//,-(x)v(xj)]} = J_ZN] v(xpulyy) =
= o) = oy Znomw)|} =

= v{y»——» [u (xr—»}é w,v(x)xj(y)]]} = v{y—[ulx— 0 (x, M)]}-

b) Most azt igazoljuk, hogy minden @€ Z{R"*") fiiggvényhez megadhaté olyan
(@y) sorozat, hogy @, (3.6.9) alakii és (@), 2RE270, 0.
Ehhez felhasznaljuk az 1. szakasz 10. tételét. Tegyiik f6l, hogy

supp < K;*™(0) = {(x, )ER™™: |x;l < a, [y;] < a}.
ekkor az emlitett tétel szerint a ¢ fiiggvény Fourier-sora az

(3.6.9)

n+m
-5 T, ;

(5 )= @)% e [ ild8, 1+ 3. )),
B=Biss B 7 =01 s Vs ﬁj egesz, Vi egész
fiiggvényrendszer szerint egyenletesen konvergdl a ¢ fiiggvényhez KZ¥™(0)-ban
¢s a Fourier-sort tagonként tetszleges 0*=07 ... 0% szerint parcidlisan derivélva,
a kapott sor szintén egyenletesen konvergdl a ¢*¢ fiiggvényhez. Eszerint

oo n+m
—— T, )
o= 3 5 o) T exp (L illh 0+ ().
150 181 £ T =1 a

Tekintsiik a Fourier-sor aldbbi részletosszegeit:

. X — T .
Pr(x, v) = 2, > cpy(da) 7 exp (——2 il x>+, y}]] =
155 1814T=1 a

k n+m N

=23 ot T e[ it n)en (i) = SR,
A @, fuggvények (3.6.9) alakuak, azzal az eltéréssel, hogy a (3.6.9)-beli v, 7;
fiiggvényeknek megfelels ;, 7; fiiggvényekre csupan ¢ ;€ C=(R"), 7,6 C=(R™)
teljesiil. Tovabb4 az el8bbick alapjan a (@,) sorozat olyan, hogy tetsz6leges o multi-
index esetében (9°@,) egyenletesen tart a 0*¢ fiiggvényhez

n+4m
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A ¢, fiiggvények felhasznaldsival konnyen megkonstrualhaté a kivdnt tulajdon-
sdgu (¢,) sorozat. Legyen f€Cy(K5(0)), illetve g€ C;* (K (0)) olyan, hogy 1-gyel
egyenld a K;(0), illetve a KI'(0) kockéban. Ertelmezziik a ¢, fiiggvényeket
a kovetkezd médon:

N
(X, ¥) = [(xX) g Pi(x, ¥) = j=21 LF ;g T; (0]

Vilagos, hogy a ¢, fiiggvények (3.6.9) alakiak. Megmutatjuk, hogy

Q(R'H.m)
—————

(¢0)
Tekintve, hogy

supp ¢, < KL "(0),
azért elég azt belatnunk, hogy tetszéleges rogzitett o multiindex esetében
lim (0*¢,) = & ¢ egyenletesen. (3.6.10)
Egyrészt (x, »)EKIT™(0) esetén
0% @y (x, ) =09 (x, ¥)| = |0°[ f8@,](x, ¥) 0" @ (x, p)| = [0* Py (x, ¥)— @ (x, y)l.
Masrészt (x, y)¢ Kit™(0) esetén a Leibniz-szabalyt alkalmazva nyerjiik,* hogy
001 (x, 1) =" (x, M| = 10" i (x, y)| =
= 0*[ /2@ (x, )| = L% d:* 2 (fQ(x, PPy (x, ¥)| =

¢ 2107 gi(x, »)| = ca;; 02y (x, )= (x, ).

a=a

IiA

Mivel minden « multiindex esetében lim (0* ¢, )=0%¢ egyenletesen, azért a kapott
egyeniGtlenség és (3.6.11) alapjan valéban adédik (3.6.10).

c) Aza) és b) rész felhasznildsival konnyen megkapjuk, hogy (3.6.8) érvényes
tetsz6leges @€ Z(R"T™) mellett.

Legyen €2 (R"T™) rogzitett fiiggvény. A b) rész szerint ehhez megadhatéd
olyan (3.6.9) alaku ¢, fiiggvényekbdl! 4ll6 sorozat, melyre

(@) -ZRM, o,
Az a) rész szerint

ulx > [o(y— ou(x, )]} = v {3 [u(x— ou(x, »))]}-

A 12. tétel alapjan ezen egyenldség bal oldala k—<- esetén tart az

u {x»—* [U(J”‘* @ (x, y))]}

szdmhoz. Hasonléan, a fenti egyenl@ség jobb oldala k—< esetén tart a

o{y = [u(x—~ o (x, M)]}

* =0 azt jelenti, hogy F1=0h, vy Ty m =0 om-
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szamhoz (ez ugyanugy igazolhatd, mint a 12. tétel, illetve az azt megel6z8 lemma).
Ebbdl kovetkezik a (3.4.8) egyenlség. @

Ezutan felsoroljuk a direkt szorzat néhdny tovibbi tulajdonsagét. Ezek bizonyi-
tdsa a definici6 alapjan igen egyszerfi.

— Legyen
A1y 22€C, Uy u,€ 27 (R, v€ 2’ (R™),
ekkor
(Aqtty + Agtty) X0 = Ay (1 X 0) + 2o (15 X T). (3.6.12)
— Legyen
u€c 7’ (R"), v€ 2’ (R™), weZ’(RY),
ckkor
(uXv)Xw=ux@®Xw). (3.6.13)
— Legyen
ucZ’ (R, veZ’'(R"), Y C~(R"),
ekkor

YuxXo = (uxv), (3.6.14)
ahol § a Y fiiggvény kovetkez§ kiterjesztése R"*+™-re:
¥ (x, ») = ¥ (x), x€R", yER™

— Legyen u€2’'(R"), v€2'(R™), ekkor tetsz8leges o=(x, ..., ®,) multiindex
esetén

0" uXv = 0%(u Xv), (3.6.15)
ahol
&= (0, .-, 0, 0,...,0).

— Végiil megemlitjiik, hogy tetsz8leges u€2’(R"), v€Z’'(R™) mellett
supp (¥ X v) = supp u X supp v. (3.6.16)

3.7. Disztribuciok konvolicidja

Elészor értelmezziik lokdlisan integralhaté fiiggvények konvoldcidjat, majd meg-
vizsgaljuk, hogyan dltaldnosithaté ez a miivelet disztribdcidkra.

9. definicié. Legyen f, g€ Lt (R") olyan fiiggvény, amelyre

loc

[ 1f»Mex—y)ldy
R"
majdnem minden x€R esetén véges és az
x> [1/ex—y)ldy
R”
fiiggvény lokdlisan integrdlhato az R" téren. A

hx) = [f(»)ex—y)dy, x€R"
Rn
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képlettel értelmezett h  fiiggvényt (amely nyilvan szintén lokdlisan integrdlhatd)

az f és g fiiggvények konvoliicidjdnak nevezziik, és igy jeloljitk:
h=fxg.

Megjegyzés. Ahhoz, hogy a 9. definiciéban szerepl§ feltétel teljesiiljon, és igy az
[*g konvolicid értelmezhetS legyen, elegend@, ha az aldbbi feltételek valamelyike
teljesiil:

L. f, ge LY(R");
2. f, g€ L. (R™), tovabba az f, g fiiggvények egyike valamely korlatos halmazon

loc
kiviil m. m. nulla;

3. n=1 esetén: f, ge L} (RY), és létezik olyan a<R?, hogy f(x)=0 és g(x)=0
m. m. a (—oe, a) intervallumban.
Lassuk be pl. az 1. feltétel elegendSségét. f, g€ L(R") esetén f, g€ L} (R") és

a Fubini-tétel szerint

[ [1fOe=—nldy]dx= [[If W] [lgCx=nldy]dx =

R'l R'l Rll

= [[rol [le@ldz]dy = [la@dz [170)dy <,
R» R® Rn Rn

amibdl kovetkezik, hogy teljesiilnek a 9. definicié feltételei.

A 2. és 3. feltételek hasonléan vizsgalhatok (1. a 37. feladatot).

Nézziikk meg, hogyan 4&ltaldnosithaté a konvolucid miivelete disztriblicidkra.
Ezért vizsgdljuk meg, hogy ha a 9. definicié feltételei teljesiilnek, milyen reguldris
disztribucio felel meg a #=f% g lokdlisan integralhaté fiiggvénynek. TetszGleges
@€ 2(R") esetén irhatjuk, hogy

Tr@) = [| [fO2x—ndy] o) dx = [fW] [ex—» o) dx]dy =

R”? R®

R® Rn

= [ ] [e@oeG+2dz)dy = [(fX U Doy+2)drdz. (3.7.1)
R® R" R2n

Az integraldsok sorrendjét azért cserélhettitk fel, mert a 9. definicié feltételeinek
teljesiilése folytan

[ [1r0lgc=»ldy]le@ldx = [ [ [1/O)lgc=»ldy]lp@)]dx =

R® R» suppy R"

=suplol- [ [ [170) sc=y)ldy]dx <=

suppg¢ R”"
(l. az 1.2. pontot).

A (3.7.1) Gsszefiiggés alapjan kézenfekvS volna az u, v€2’(R") disztriblcidk

értéke egyenls az uxXwv€2'(R?) direkt szorzat disztribliciénak az

(y, D)—@((y+z), yeR", zER" (3.7.2)
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fiiggvényen folvett értékével. Azonban a (3.7.2) fiiggvény dltaldban nines a 2(R™)
alaptérben, mert igaz ugyan, hogy akarhdnyszor differencialhatd, de nem kompakt
tartéji. (Abbdl, hogy y+z befut egy korlatos halmazt, nem kovetkezik, hogy
y és z kiilon-kiilon is korlatos.)

Hogy elkeriiljiik ezt a nehézséget, igy okoskodhatunk. Legyen () tetszéleges
olyan sorozat, amelyre

LEDR™), ((ren—B, 1, és minden o multiindexre } (3.7.3)

0%y, 2)| = c,» (1, 2)ER™,  k=1,2,....

Ilyen tulajdonsagt pl. a kovetkez8 {; fiiggvényekbdl allo sorozat:

Z
Ck(y’ z):"](%, E], k=1,2,..,

ahol 7€ Cy(R*™) olyan fiiggvény, amely 1-gyel egyenld |y[?+[z[*=1 esetén.
Ekkor Lebesgue tétele szerint (I. az 1.2. pontot)
[Ux Do+ dydz=lim [(fX8) (Do +2) Ly, 2)dydz,
R2n Ren

ugyanis minden (y, z) pontra
lim (. (y, 2)) = 1
és
I(fXg) O, De(y+2 4Ly, D = (X (1, Do (y+2)co,
s a jobb oldalon levé fiiggvény Lebesgue-integralhaté R*-en.
Ezek szerint, ha teljesiilnek a 9. definici6 feltételei, akkor tetsz8leges @< 2(R")
esetén

Tr (@) = lim  [(/X2) (. Do (r+2) Ly, 2) dydz. (3.7.4)
Rzrx .

Ezen Osszefiiggés segitségével mar értelmezhetjik wu, v€2'(R") disztribicidék kon-
volucidjat, mégpedig a kovetkez8képpen.

10. definicié. Tegyiik fel, hogy u, v€2’'(R") olyan disztribiicidk, hogy tetszdleges
DR fiiggeényt véve, barmely (3.1.3) tulajdonsdgii ({,) sorozat esetében létezik

lim (uX0) ((n, 2)—~ @ (¥+2) (i (¥, 2))- (3.7.5)

(Ez a limesz fiiggetlen a ({,) sorozat megvdlasztdsdtdl.) Ha @€ 2(R") fiiggvényhez
a (3.7.5) szdmot hozzdrendelé leképezés linedris és folytonos funkciondl a Z(R")
téren, azaz a szoban forgé leképezés disztribucid, akkor ezt a disztribiciot az u, v
disztribuciék konvolicicjanak nevezziik és (uxv)-vdl jeloljik, vagyis

(uxv)(9) = lim (uXv) (3, 2> @ (¥ +2) {3, 2))- (3.7.6)

Megjegyzések. 1. Ha a 10. definici6 feltételei teljesiilnek, akkor értelmezhet§ az
uxv konvolicid, (ekkor azt mondjuk, hogy ,,uxv létezik” vagy ,u*v értelmes™),
de nem értelmezziik tetszéleges u, v€2'(R") disztriblcidk konvolicidjat.
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2. Kénnyen lathatd, hogy ha minden (3.7.3) tulajdonsdgtt ({;) sorozatra létezik
a (3.7.5) limesz, akkor az fiiggetlen (), n Sorozat megvalasztasdtol. Ugyanis ha
({7) egy madsik, (3.7.3)-nak eleget tevs sorozat, akkor a {, {7, (o s ooos $is Sy oon
sorozat is kielégiti a (3.7.3) feltételeket, ezért az ennek megfeleld (3.7.5) tipust
limesz is ¥tezik. EbbSl pedig kovetkezik, hogy a két részsorozat limesze azonos:

T (X 0) (0 2) = 9+ 50, 2)) = lim (x0) (0 2> 0P+ DL, ).

3. Nyilvanvalo, hogy ha a (3.7.5) limesz létezik tetszlleges @€ 2(R") mellett,
akkor a ¢-hez a (3.7.5) hatarértéket hozzdrendel8 funkciondl linedris. Nem nyilvan-
vald, de be lehet bizonyitani,* hogy a szdban forgd funkcional egyuttal mindig foly-
tonos a Z(R") téren. Ezt a tényt mi a tovdbbiakban nem fogjuk felhasznalni,
chelyett azokban a specidlis esetekben, amikor a konvoltcié értelmességét bizo-
nyitjuk be, majd kozvetleniil megmutatjuk a funkciondl folytonossagat.

A tovabbiakban megnéziink hirom olyan fontos specidlis esetet, amikor wu*v
értelmes.

14. tétel. Legyen f, g a 9. definicid feltételeinek eleget tevd, lokdlisan integrdlhatd
figgvény. Ekkor a megfelels T;, T, reguldris disztribiiciok Konvolicidja értelmes,
mégpedig

Tp#T, =T,

Bizonyitds. A tétel 4llitisa kozvetleniil adédik a 10. definicié alapjan a (3.7.4)
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