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1. A logika alapjai

1. A logika alapjai

Egy szigeten olyan lakosok élnek, akik csak hétfon, szerdan és pénteken mondanak iga-
zat, a hét tobbi napjan hazudnak. Mikor hangozhattak el a kovetkez6 mondatok?

m Holnap igazat fogok mondani. Holnap €s holnaputan is hazudni fogok.

A hires Feit-Thompson-tétel azt mondja ki, hogy minden paratlan elemszamua véges
csoport feloldhaté. A tétel alapjan mit valaszolhatunk az alabbi kérdésekre? (Azis lehet,
hogy semmit, vagyis a tételbol semmit sem kiovetkezik az adott kérdésre.) A feladatban
szandékosan szerepelnek olyan matematikai fogalmak is, amelyeket nem ismernek. Ez
nem okozhat gondot, mert most csak a logikai osszefiiggéseket kell érteni.

w0

Van-e 111 elemd nem feloldhat6 csoport?

=

Van-e 112 elemi feloldhat6 csoport?

[9)]

Van-e 111 elemi feloldhat6 csoport?

Van-e 112 elem(i nem feloldhat6 csoport?

~

Igaz-e, hogy ha egy véges csoport nem feloldhatd, akkor paros elemszamu?

*)

Igaz-e, hogy ha egy véges csoport feloldhatd, akkor paratlan elemszdmu?

N=

by = = = = = =
=

Igaz-e, hogy minden pératlan elemszdmu nem feloldhat6 véges csoport torziomentes?

1.10. | Igaz-e, hogy minden pératlan elemszamu véges csoport torzidmentes vagy feloldhat6?

A matematika talan legfontosabb és leghiresebb sejtése a Riemann-sejtés, mely azt
mondja ki, hogy a Rimann-féle zéta-fiiggvény minden nem trivialis komplex gyokének
a valos része 1/2. (A trivialis gyokok a —2, —4, —6, ....) A feladatban szandékosan
szerepelnek olyan matematikai fogalmak is, amelyeket nem ismernek. Ez nem okozhat
gondot, mert most csak a logikai osszefiiggéseket kell érteni.
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1.11.

1.12.

1.13.

Bizonyitja-e a sejtést, ha taldlunk egy olyan nem trividlis komplex gyokst, melynek a valos
része 0,5 ?

Bizonyitja-e a sejtést, ha taldlunk egymillié olyan nem trividlis komplex gyokot, melynek a
valos része 0,5 ?

Megcéfolja-e a sejtést, ha taldlunk egy olyan nem trividlis komplex gyokot, melynek a valds
része 0,498?

Ismert (és a tananyag része), hogy minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvé-
nye. Ez és az eddig tanultak alapjan valaszoljunk a kérdésekre.

|
(i |

Van-e olyan fiiggvény, amelynek nincs primitiv fiiggvénye, de differencidlhat6?

Van-e olyan fliggvény, amelynek van primitiv fiiggvénye, de nem differencidlhat6?

Matematika orszagban a biré csak a bizonyitékoknak hisz. Példaul, ha Frigyes azt allit-
ja, hogy van fekete oroszlan, akkor allitasanak helyességérol meggyozheti a birét azzal,
ha mutat neKi egy fekete oroszlant.

1.16.

1.17.

1.18.

[
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1.21.

Frigyes azt 4llitja, hogy minden oroszlan fekete. Elég bizonyiték-e, ha mutat a birénak egy
fekete oroszlant?

Frigyes azt dllitja, hogy minden oroszlan fekete, Gerzson pedig azt allitja, hogy Frigyes
téved. Hogyan bizonyithatnd Gerzson az allitasat?

Frigyes azt dllitja, hogy minden 2-re végz86d6 négyzetszam oszthaté 3-mal. Gerzson szerint
Frigyes téved. Hogyan bizonyithatna Gerzson az 4llitasat? Frigyesnek vagy Gerzsonnak van
igaza?

Frigyes azt allitja, hogy barmely egymast kovetd hdrom egész szam Osszege oszthatd 3-mal.
Hogyan bizonyithatna Frigyes az allitdsat?

Frigyes azt éllitja, hogy egy masodfoku egyenletnek lehetnek negativ gyokei. Hogyan bizo-
nyithatna Frigyes az allitasat?

Frigyes azt éllitja, hogy egy masodfoku egyenletnek lehet 3 gyoke. Gerzson szerint Frigyes
téved. Hogyan bizonyithatn4 Gerzson az allitasat?
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Balkezes Bendegiiz a bal kezével mindig igaz, a jobb kezével mindig hamis allitasokat

irt. Melyik kezével irta a kovetkezo allitasokat?

m Minden 9-cel oszthat6é négyzetszam oszthatd 3-mal.
1.2 Minden 8-cal oszthaté szdm oszthat6 2-vel és 4-gyel.

1.24. | Minden 8-cal oszthat6 szdm oszthat6 2-vel vagy 4-gyel.

1.25. | Minden 2-re végz3d6 négyzetszam pdratlan.
1.26. | A 0 péros szdm.
1.27. | Van olyan piros krokodil, amelyik éppen most ebben a teremben repked.

1.28. | Minden piros krokodil, amelyik éppen most ebben a teremben repked, 17-nél nagyobb prim-
szam.

Tudjuk, hogy b és c olyan szamok, melyekre b | 2520 = ¢ | 2520. Mire kovetkeztet-
hetiink az alabi allitasokbodl?

@ b | 2520 c | 2520
131. | 112520 ¢ 12520

E Ha kedd van, akkor Belgiumban vagyunk. Melyik 4llitds kovetkezik ebbdl1?

(a) Ha szerda van, akkor nem Belgiumban vagyunk.
(b) Ha Belgiumban vagyunk, akkor kedd van.

(¢) Ha nem Belgiumban vagyunk, akkor nincs kedd.

Hany olyan részhalmaza vana H = {1, 2, 3,...,100} halmaznak, amelyre teljesiil az
alabbi tulajdonsag?

Az 1 benne van a részhalmazban.
Az 1 és a 2 benne van a részhalmazban.
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1.36.
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1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

Az 1 vagy a 2 benne van a részhalmazban.
Az 1 nincs benne, vagy a 2 nincs benne a részhalmazban?
Az 1 benne van a részhalmazban, vagy a 2 nincs benne a részhalmazban.

Ha az 1 benne van a részhalmazban, akkor a 2 benne van a részhalmazban.

Ha az 1 benne van a részhalmazban, akkor a 2 nincs benne a részhalmazban?

Egy egész szamokbdl 4116 H halmazrdl tudjuk, hogy valahdnyszor x és = + 1 benne van a
H halmazban valamilyen x-re, akkor x + 2 is benne van H-ban. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
valahdnyszor y nincs benne /-ban, de y — 1 benne van /-ban valamilyen y-ra, akkor y — 2
nincs benne H-ban?

Fogadjuk el igaznak az aldbbiakat:

(a) Ha egy éllat emlds, akkor vagy van farka, vagy van kopoltytja.
(b) Egyik allatnak sincs farka.

(¢) Minden 4llat vagy emlds, vagy van farka, vagy van kopoltyuja.

Kovetkezik-e a fentiekbdl, hogy minden éllatnak van kopoltytdja?

Mi a kovetkez6 két allitas logikai kapcsolata, azaz melyikbdl kovetkezik a mésik?

P: Ha egy macska bolhas, akkor vakarozik.

Q: Minden bolhas macska vakardzik.

Fogadjuk el igaznak, hogy ki koran kel, aranyat lel. Melyik allitds igazsdga kovetkezik ebbdl?

(a) Aki késon kel, nem lel aranyat.
(b) Aki aranyat lelt, az kordn kelt.

(¢) Aki nem lelt aranyat, az késon kelt.

Igaz-e, hogy ha a teremben repked6 krokodil primszam, akkor minden primszam paratlan?
Igaz-e az allitds megforditasa? Igaz-e, hogy ha minden primszam pératlan, akkor a teremben
repkednek krokodilok?

Bizonyitsuk be, hogy
(A<= B) = (A= B)AN (A<= DB)!
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s 2

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

(A= B) = (B= A)
(A—=B) = (B—=T7)
(A= B) = (A= TB)
(ACB)A(BEC)= ACC
(A€B)A(BCCO)= AeC
(ACB)A(BeC)= AeC

153. | (AcB)A(BC(C)= AcCC

154. | (Ae B)JN(Be(C)= AcC

Formalizaljuk, azaz irjuk fel csak logikai jelekkel az alabbi allitasokat!

Nem igaz, hogy P vagy Q. Nem P, ha nem Q.
Sem Q, sem P. P, pedig nem is Q.
Csak akkor P, ha Q. Sem P, sem Q.

Q, feltéve, hogy P. Nem P, mégis Q.

1.63. | P vagy Q, de nem mindKettd. 1.64. | Nem igaz, hogy ha P, akkor egyuttal Q is.
g

Irjuk fel az alabbi allitasok igazsagtablazatat, az allitasok tagadasat és a tagadasok igaz-
sagtablazatat!

1.65. ﬁA — B 1.66. —|B e —|A

Tegyiik fel, hogy az A allitasbol nem kovetkezik a B allitas. Van-e a kovetkezo for-
mulak kozott olyan, amelyik pontosan ugyanezt jelenti, azaz ekvivalens azzal, hogy
-(A = B)?
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A — —-B —\A:>B
B=—= A ﬂB:>A

s 2

Olvassuk fel a kovetkezo allitasokat!

1.71.

1.72.

1.73.

1.74.

(Jz) (x € H)
(Fx)Fy) (xr e HAy € HAz #y)

VMre H Vye H)(VzeR)(r<z<y = z€H)

Irjuk fel formuldkkal (sz6veg nélkiil) a primszamok halmazt!

Irjuk fel az alabbi allitasok tagadasat!

|

1.76.

1.77

1.78.

1.79

1.80.

1.81.

1.82

1.83.

1.84.

Kék az ég, és zold a fi.

Ki koran kel, aranyat lel.

Minden tengerész jart mar kocsméban.

Van olyan kocsma, ahol még nem jart tengerész.

Minden tengerész ismer olyan kikotét, ahol van olyan kocsma, amiben még nem jart.

Ha a nagynénikémnek kerekei lennének, akkor 6 lenne a miskolci gyors.

Minden egér szereti a sajtot.

Aki masnak vermet ds, maga esik bele.

Minden ember életében jon egy pillanat, mikor olyat akar tenni, amit nem szabad.

Van, akit nem varnak, csak érkezik.
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E Mindenki masképp csindlja.

1.86. | Londonban, hej, van szdmos utca, és minden utcan van sarok.

1.87. | Egy csoport kapott egyszer egy zacské cukorkat. Igaz-e, hogy ha volt olyan hallgatd, aki min-
den cukorkét szopogatott, akkor volt olyan cukorka, amelyiket minden hallgaté szopogatott?
Igaz-e az allitds megforditdsa?

Egy tancmulatsagon lanyok és fitik tancoltak. Jelolje T'(L, F') azt az allitast, hogy az L
lany az este folyaman tancolt az F' fiaval. Forditsuk le emberi nyelvre az 6sszes alabbi
allitast! Minden allitasparnal dontsiik el, hogy van-e kiilonbség a két allitas kozott,
kovetkezik-e valamelyikbol a masik, ekvivalensek-e!

P: (3L)(3F) T(L, F) Q: (3F)(3L) T(L, F)
1.89. | P: (VL)(3F) T(L, F) Q: 3F)(VL) T(L, F)
1.90. | P: (VL)(VF) T(L,F) Q: (VF)(VL) T(L, F)

Jelentse P(x), hogy x paros, H (x), hogy x hattal oszthaté. Mit jelentenek a kovetkezo
formulak, és igazak-e?

1.91. | P(4) A H(12) vz P(z) = H(z)
m dr  P(x) AN—H(x) Ve H(z) = P(z)

Legyen f valos fiiggvény, D(f) = R, xo € R és L € R. Mit jelentenek az alabbi
allitasok? Tagadjuk az allitasokat!

1.95. | (Ve>0)(36>0) (V2 € R) (0 < |z — 20| < § => |f(z) — L| < ¢)
1.96. | (Ve >0)(30 > 0)(Vz € R) (0 < |z — mo| < 6 = |f(x) — f(z0)] < &)
1.97. | (Ve >0)(35 >0) (Vz €R) (Jx — 20| < = |f(z) — f(x0)| < &)

198. | (Ve>0)(IM eR)(Vx €eR) (x > M = |f(x) — L| < ¢)
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1.99.

1.100.

1.101.

1.102.

1.103.

(VB >0)(30 >0) (Vx € R) (0 < |z — 20| < 0 = f(z) > B)

(VB <0)(3F0>0)(Vr eR)(xg <z <20+ 0= f(x) < B)

Oldjuk meg a kovetkez két feladatot!

(a) Adjuk meg az y* > 25 egyenlStlenség megolddshalmazt!
(b) Keressiik meg azokat az Y értékeket, amelyekre igaz az, hogy hay > Y, akkor 3> > 25.

Azonos-e a két feladat megolddshalmaza? Megoldédsa-e az (a), illetve a (b) feladatnak az
y = —77? Ekvivalens-e az (a) és a (b) feladat?

Oldjuk meg a kovetkezd két feladatot!

1 1
(a) Adjuk megaz — < 100 egyenldtlenség megolddshalmazat!
Y

(b) Keressiik meg azokat az Y értékeket, amelyekre igaz, hogy ha y < Y, akkor
1 1

< —.
y?2 100

Azonos-e a két feladat megolddshalmaza? Megoldédsa-e az (a), illetve a (b) feladatnak az
y = 17?7 Ekvivalens-e az (a) és a (b) feladat?

Hény igaz allitas van a kovetkez0 keretben?

1) A teremben repkedd piros krokodilok primszamok.
2) Ha 2% = 32, akkor x = y
3) Ha z = y, akkor sinz = sin y.

Hény igaz allitas van a kovetkezd keretben?

DvVa2+b2=a+b
2D)AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
3) Ebben a keretben pontosan 1 igaz 4llitas van.

A Kkovetkezo feladatok mindegyikében két allitas szerepel egy olyan allatkertrol, ame-
lyikben van 10 oroszlan és 7 gorilla, és 9 gondoz6 torodik veliik. Vizsgaljuk meg, lehet-e
mindkét allitas igaz! Vizsgaljuk meg, lehet-e mindkét allitas hamis! Vizsgaljuk meg,
lehet-e az egyik allitas igaz, a masik hamis, és ha lehet, mondjuk meg, melyik az igaz
allitas!

1.105. | P: Minden gorilldnak van kedvenc gondozdja.

Q: Van olyan gondozo, akit minden gorilla kedvel.
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P: Minden oroszldn minden gondozét kedvel.

Q: Van olyan oroszldn, amelyik kedvel gondozét.

P: Van olyan gondozd, aki kedvel oroszlant.

Q: Van olyan oroszldn, amelyik kedvel gondozét.

P: Van olyan gorilla, aki minden gyiimolcsot a kedvenc gondoz6jatdl kap.

Q: Minden gylimoélcs esetén van a olyan gorilla, amelyik azt a gyiimolcsot a kedvenc gondo-
z6jatol kapja.

Négy embernek egy rozoga hidon kell &tmennie sotétben egy zseblampa segitségével. Egy-
szerre csak ketten tudnak dtmenni €s lampa nélkiil nem, tehat csak a , ketten dtmennek, egy
visszajon a lampéval” moddszer lehetséges. Az emberek maximadlis sebessége kiilonbozd.
Ha egyediil vannak, rendre 1, 2, 5 és 10 perc alatt érnek at. Két ember egyiitt a lassabbik
sebességével tud haladni. Atjuthatnak-e a hidon valamennyien 30 perc alatt? Atjuthatnak-e
20 perc alatt? Es 17 perc alatt? Vagy 15 perc alatt?

Kovécs tir minden délutdn 5 érakor érkezik vonattal az dllomdsra, ahol a felesége vérja kocsi-
val, és azonnal hazaviszi. Egyik nap Kovacs ur hamarabb végzett a munkdjaval, és korabbi
vonatra szallt. Igy 4 érakor érkezett az dllomdsra. Elindult gyalog hazafelé. A felesége a szo-
kasos idében indult érte kocsival. Amikor az Uton taldlkoztak, Kovacs tur beiilt a kocsiba, és
hazamentek. A szokdsos id6pontndl 10 perccel hamarabb érkeztek haza. Hany 6rakor iilt be
Kovics tr az autdba, ha feltételezziik, hogy a felesége mindig azonos és dlland6 sebességgel
ment a kocsival?

Bendeguiz egyszerre udvarolt Amadlidnak és Bor6kdnak. Amadlia a metré A, Bordka ugyan-
azon metrovonal B végéllomdsandl lakott. Bendegiz munka utdn lement a metréba, és mert
mindkét lanyt egyforman szerette, a metrora bizta a dontést. Amelyik metré el6szor jott, arra
szallt fel. A metrék mindkét irdnyban 10 percenként kovették egymadst. Egy id6 utdn azt vet-
te észre, hogy dtlagosan 10 alkalombdl 9-szer Amalidhoz ment, és csak egyszer Borokahoz.
Hogyan lehetséges ez?

Egy bortonben az egyik rabnak felajanljak, hogy kiszabadulhat, ha a borton kapujit egy

megadott jel utdn pontosan 45 perccel nyitja ki. Ordt viszont nem adnak neki, csak egy doboz
gyufat és két gyujtézsindrt. A gyijtézsinérokrol azt lehet tudni, hogy mindkét gytjtézsinér
pontosan 1 ora alatt ég végig, de a lang id6ben nem feltétleniil egyszerre és nem feltétleniil
egyenletesen halad végig a zsindérokon. Hogyan tudja a rab a gyujtézsinorok segitségével
pontosan kimérni a 45 percet?

Egy biologus egy 10 m hosszu ridra 100 hangyat rakott fel. Véletlenszert volt, hogy melyik
hangya a rdd melyik pontjara keriilt, és az is véletlenszer( volt, hogy melyik hangya a rid
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melyik vége fele nézett. A hangyak allandd, 1 cm/s sebességgel haladtak mindaddig, amig
bele nem iitkoztek egy mdsik hangyaba. Akkor mindkét hangya megfordult, és 1 cm/s se-
bességgel haladtak az ellenkezd irdnyba a kovetkezd iitkozésig, amikor is az iitk6z6 hangydk
megint megfordultak, és dllandd, 1 cm/s sebességgel haladtak tovébb az ellenkezd irdnyba a
kovetkezd titkozésig, és igy tovabb. Ha egy hangya elért a rad valamelyik széléhez, akkor
leesett a rudrdl. Bizonyitsuk be, hogy a kisérlet kezdete utdn 20 perccel mér iires volt a rad!

Egy vandor a sivatag szélén egy 6rbodéhoz érkezett. Az 6rbodétol két it indult tovabb.
Az egyik 1t a sivatag kozepébe vezetett, ahonnan még senki nem jott vissza. A masik ut
egy oazishoz vitt. Az 6rbédéban Kiilonb6zo orok lehetnek. Lehet igazmondd, aki mindig
igazat mond, lehet hazudés, aki mindig hazudik, és lehet szeszélyes, aki hol igazat mond,
hol hazudik. A vandor eldontend6 kérdéseket tehet fel az 6roknek, az orok csak ,,igen”-
nel vagy ,,nem”-mel felelhetnek. Milyen kérdéssel, illetve kérdésekkel tud a vandor

biztosan eljutni az oazisba?

1.114. | A bédéban két 6r van, az egyik igazmondd, a mdsik hazug, és a vandor egy kérdést tehet fel.

1.115. | A b6déban egy 6r van, aki vagy igazmondé vagy hazug (nem tudjuk, melyik), és a vandor
egy kérdést tehet fel.

1.116. | A bodéban hdrom Or van, egy igazmondd, egy hazug és egy szeszélyes, és a vandor két
kérdést tehet fel.

1.117. | A b6déban négy 6r van, két igazmondé és két szeszélyes, és a vandor akdrhdny kérdést
feltehet.

7

1.118. | Oldjuk meg az el6z5 feladatokat gy, hogy az 6rok ugyan értik a kérdést, de a vandor altal
nem ismert sajat nyelviikon felelnek: csak ,,ukk™ vagy ,,mukk” lehet a valaszuk, ahol a két
vélasz koziil az egyik igent, a mésik pedig nemet jelent.

1.119. | 3 matematikus bemegy egy kocsméba, és rendel. A nagy zajban nem halljdk egymadst, a
pincér is alig hallja 6ket. Ezért j6 hangosan megkérdezi:
— Mindenki rendelt sort?
A matematikusok is hangosan felelnek:
1. matematikus: — Nem tudom.
2. matematikus: — Nem tudom.
3. matematikus: — Igen.
Kinek hoz, és kinek nem hoz sort a pincér?

Egy masik esetben a pincér ezeket a vdlaszokat kapta:
1. matematikus: — Nem tudom.
2. matematikus: — Nem tudom.
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3. matematikus: — Nem.
Mit kérdezett a pincér, ha ezek utdn mindenkinek hozott sort?
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2. Halmazok, valos szamok

Igazak-e tetszoleges A és B halmazokra a kovetkezo allitasok? Amelyik nem igaz, ott
dontsiik el, hogy igaz-e valamelyik tartalmazas, azaz hogy igaz allitast kapunk-e (min-
den A, B halmazparra), ha = helyett C-t vagy D-t irunk!

21. | A\B=ANB? 22. | (AuB)\A=B?
(A\B)UB =4 (A\B)UB=AUB
(A\B)UA=AUB

s 2

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

(ACB)A(BEC) = AeC (ACB)A(BEC) = ACC
(ACB)A(BCC) = ACC (ACB)A(BCC) = AeC

210. | (Ae B)AN(Be(C) = A€eC (211 ] (AeB)A(BCC) = AeC

2.12. | Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges A, B, C halmazokra AN (BUC) = (AN B)U(ANC).

Bizonyitsuk be az alabbiakat tetszoleges A, ..., A, halmazokra!

(a7
i=1 =1

Aa-U
=1 =1
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2.16.

2.17.

2.18.

Allapitsuk meg az allitasok logikai kapcsolatét, azaz dontsiik el, hogy melyikbdl kovetkezik
a masik!

P:(xr € A)V (z € B)
Q:re ANB

Allapitsuk meg az 4llitasok logikai kapcsolatat, azaz dontsiik el, hogy melyikbdl kovetkezik
a masik!

P: (ACB)A(C CD)
Q:A\Dc B\C

Irjuk fel formuldkkal (szoveg nélkiil) azt, hogy a H halmaz pontosan 1 elem(i!

Van-e olyan A halmaz, amelyre Z C A és Z € A is teljesiil?

Legyenek A, B, C halmazok. Irjuk fel e harom halmaz, valamint az unié, a metszet és
a kiilonbség halmazmiiveletek segitségével az alabbi halmazokat!

2.19.

2.20.

2.21.

2.22

2.23.

2.24

2.25.

2.26.

Azon elemek halmaza, amelyek az A halmazban benne vannak, de a B és a C' halmazban
nincsenek benne.

Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C' mindegyikében benne vannak.
Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan kettGben vannak benne.

Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C' koziil pontosan egyben vannak benne.
Legyen A = {1,3,5} és B = {1,2,4}. Adjuk megaz AUB, AnNB, A\ B, Ax B
halmazokat! Adjuk meg az A halmaz P(A) hatvdnyhalmazat is!

Legyen A, B és C nem iires halmaz. Van-e tartalmazési kapcsolat (A U B) x C, illetve
(A x C)U (B x C) kozott?

Hatdrozzuk meg az A = {1,3} és B = {0} halmazok A x B és B x A Descartes-
szorzatat!

Hatdrozzuk meg az A = {1, {1}} halmaz hatvidnyhalmazat!

Elemei-e az alabbi halmazok az A = {1, {1, 2}, {1, 2, 3} } halmaznak? Részhalmazai-
e az alabbi halmazok az A halmaznak?
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) (1.2}
{2 {1,{1.2,3})

Abrazoljuk a kivetkezé halmazokat a szimegyenesen!

{x €Z : z* <5}

{x€Z : 2 <5AN(x=3Vzr=-4)}
{zreR: (WeER) (y>z=y>>4)}
{reR: (WeR)(y<z=y*<4)}

s 2

Bizonyitsuk be (az axiomakbdl) a kovetkezo allitasokat!

Minden valés szdmhoz van ndla nagyobb egész szam.
Minden valés szdmhoz van néla kisebb egész szam.

2.37. | Bizonyitsuk be, hogy barmely két kiilonbozd szam kozott van irracionélis szam!

2.38. | Irjuk fel az arkhimédészi és a Cantor-axiéma tagadasat!

Teljesiil-e a Cantor-axioma, ha zart intervallumok helyett a kovetkezo intervallumok
szerepelnének benne?

Nyflt. 2.40. | Balrél zért, jobbrdl nyilt.

2.41. | Teljesiil-e a Cantor-axiéma, ha zart intervallumok helyett jobbrdl zért, balrdl nyilt intervallum

szerepelne benne?

Igazoljuk, hogy minden a és b valés szamra teljesiilnek a kovetkezo egyenlotlenségek!
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la+ 0] < |al + o] 2.43. | a| — |bl| < la—b]

2.44. | Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges ay, .. ., a, valés szamokra |a; + ... + a,| < |ag| + ... +
|-

2.45. | Bizonyitsuk be, hogy a komplex szdmok teste nem rendezhets, azaz nem lehet megadni a
komplex szamok halmazén olyan rendezést, amelyre teljesiil minden rendezési axioma!

Korlatosak-e alulrol, illetve feliilr6l a kovetkezé halmazok? Ha igen, adjunk meg also,
illetve felso korlatokat! Hatarozzuk meg a halmazok minimumat, maximumat, infimu-
mat és szuprémumat, ha vannak!

2.46. {l:n€N+} 2.47. {l+i:n€N+}
n n  n?

248. | (0,1)NQ 249. | (0,1)N(R\ Q)
2.50. {%+%:n,k€N+} (251 ) {yn:nen)

{¥/n:neNT} 2.53. | anegativ raciondlis szdimok halmaza

s 2

Lehet-e a H halmaz szuprémuma c, ha teljesiilnek a kovetkezo allitasok?

k < c, és k felsd korlatja H-nak k > c, és k alsé korlatja H-nak

dhe H h>c ¢ maximuma H -nak

s 2

Legyen H egy nem iires szamhalmaz. Mit jelentenek a kovetkezo allitasok?

V:EEH Jye H y<uz VyEH dreH y<uz

Igazak-e az elozo két feladat allitasai a kovetkez6 halmazokra?
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le{c:0§c<1} H2:{CZO<C§1}
Hy=[0,1]N(R\ Q) (263, ] B, ={[d:0<c<3}
H5:{{c}:0<c<3} Hﬁz{sinc:ceR}
H7:{1nc:c>0} HSZ{C2306R}

s 2

Legyen K; = Ky = {c: 0 < ¢ < 1}. Igazak-e a kivetkezo allitasok?

Va:EKl Jye Ky <y Jye Ky, Vxe K, =<y

Legyen H egy nem iires szimhalmaz. Irjuk fel szoveggel a ,,nem” szé hasznalata nélkiil

az alabbi allitasokat! Irjuk fel logikai kvantorokkal is a kivetkez§ allitasokat!

H-nak nincs minimuma.
H feliilr6] nem korlatos.
A H halmaz nem korlatos.

Van-e olyan korlatos

(a) halmaz (b) szamsorozat

amelynek nincs se maximuma, se minimuma? (Egy szdmsorozat korldtos, ha a sorozat tag-
jaibol all6 halmaz korlatos.)

2.74. | Tegyiik fel, hogy A nem iires, feliilr6l korldtos halmaz, és sup A = b. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor minden ¢ > 0-hoz van olyan z € A, amelyre x > b — ¢ !

Van-e olyan ) # A C R halmaz, amelyre teljesiilnek a kovetkezd allitasok?

2.75. | supA >inf A 2.76. | supA < inf A
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2.77. | supA=infA 2.78. | sup A #inf A

Legyen H valés szamok egy halmaza. Mit jelentenek roviden magyarul az alabbi for-
mulak?

279. | (Fz) (x € H) (Fz)Fy) (re HAy € HAx #y)
281 | (Va) (1€ H— 1 €2) (Vz) (z € Z = z € H)

2.83. | Bizonyitsuk be, hogy barmely két kiilonboz6 valés szam kozott van véges tizedes tort!

m Mi a kapcsolat a véges tizedes tort alakban felirhaté szamok halmaza és a racionalis szamok
halmaza kozott?

2.85. | Igaz-e, hogy minden irraciondlis szdm végtelen tizedes tort alakja egyértelmd?

s 2

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

W Minden véges tizedes tort alakban felirhaté szdm racionalis.

Minden racionélis szdm felirhat6 véges tizedes tort alakban.

I :
0
S N

2.88. | Minden irraciondlis szdm végtelen tizedes tort alakja egyértelmd.

2.89. | Minden raciondlis szam végtelen tizedes tort alakja nem egyértelmd.

2.90. | Bizonyitsuk be a hatvdnyozas azonossagait pozitiv alap(ok) és egész kitevi(k) esetén!

2.91. | Tegyiik fel, hogy ) # A C B C R. Mit mondhatunk sup A és sup B nagysdgviszonyérol
(vagyis milyen egyenlGtlenség igaz biztosan) és mit inf A és inf B nagysagviszonyardl?

2.92. | Legyen H a valés szamok egy nem iires részhalmaza. Mi a kovetkezd dllitdsok logikai
kapcsolata, azaz melyikbdl melyik kovetkezik?

(a) H alulrdl nem korlatos.

(b) H-nak nincs legkisebb eleme.
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(¢c) VxeH)(Iye H)y < x.

Legyenek A, B C R olyan nem iires részhalmazok, melyekre A C B. Milyen egyenlot-
lenség all fenn minden A és B esetén a kovetkezo két érték kozott?

2.93. | sup Aéssup B inf A ésinf B

2.95. | Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges A, B C R halmazokra

((V:U €A (FyeB)z < y) = sup A < sup B.

2.96. | Legyen H egy nem lires szdmhalmaz. Mi a kovetkezs allitdsok logikai kapcsolata?
P: H feliilrdl korldtos
Q:Vhe H JKeR h<K

Legyen H egy nem iires szamhalmaz. Mit jelentenek a kovetkezo allitasok?

mﬂxGH Vye H =<y HyGH Ve H z<y

27 _sr

Igazak-e az el6z6 két feladat allitasai a kovetkez6 halmazokra?

299. | HH={c:0<c<1} Hy={c:0<c<1}
2101, | H, = [0,1]n (R\ Q) Ho={|d:0<c<3}
2103. | Hy={{c}:0<c< 3} Hg = {sinc:ce R}
2.105.| H; ={lnc:c>0} Hs ={c’:c € R}

2.107. | Tegyiik fel, hogy A és B olyan nem iires szimhalmazok, melyekre teljesiil, hogy
(Ve A) (Vy e B) z<uy.

Kovetkeznek-e ebbdl a kovetkezs allitasok?
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(@) supA<supB (b) supA <supB

2.108. | Igaz-e, hogy az A és B nem iires, korldtos halmazokra inf A = inf B és sup A = sup B is
teljesiil, akkor A N B # ()?

2.109. | Mely valds szamok irhatéak fel egyértelmiien végtelen n-edestort alakban minden n-re az
n-es szamrendszerben?
Legyenek A, B, C halmazok. Irjuk fel A, B, C és a halmazmiiveletek segitségével,

azaz olyan jellegii formulaval, mint példaul (A\ B) U C, az alabbi halmazokat!

2.110. | Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan egyben vannak benne.

2.111. | Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan hdromban vannak benne.

Legyenek A, B, és C halmazok. Irjuk fel A, B, C és a halmazmiiveletek segitségével,
azaz olyan jellegii formulaval, mint példaul (A\ B) U C, az alabbi halmazokat!

2.112. | Azon elemek halmaza, amelyek A-ban benne vannak, de B-ben és C-ben nincsenek ben-
ne.

2.113. | Azon elemek halmaza, amelyek A, B és C koziil pontosan kettSben vannak benne.

2.114. | Szemléltessiik a kovetkezd szamhalmazokat szdmegyenesen! Dontsiik el, hogy melyik inter-
vallum, és melyik nem az! Az intervallumok esetében dontsiik el, hogy melyik zart, melyik
nyilt, és melyik se nem zart, se nem nyilt!

(a) A={1,2,3} (b) B = {5,6}
() C={reR:2<x<6} d D={reR:2<zx<6}
() E={reR:2<x<6} O F={reQ:2<z<6}

2115. | Legyen Hi ={heR:-3<h<1}és Hy={heR:-3<h<1}.
Melyik allitas igaz, ha H = H; vagy H = H3?

(@ Vxe HIye H (y<x) (b) Vye H3rx e H (y < x)
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(¢c) Ire HYye H (y <x) d Jye HVz e H (y <x)

2.116. | Legyen H a val6s szdmok egy nem iires részhalmaza. Mit jelentenek a kovetkezd allitdsok?

(@ Vxe HIye H (y <) (b) Vye H3z € H (y < x)

() Ixre HVy e H (y <) d) Iyec HVYz € H (y < )

2.117. | Hatdrozzuk meg a kovetkezs intervallumsorozatok metszetét! (Példdul rajz segitségével sejt-
siik meg a metszetet!) Ha a sejtés szerint a metszet M, akkor bizonyitsuk be, hogy Vx € M
esetén teljesiil, hogy Vn = € I,,, tovdbbd ha y ¢ M akkor 3k y ¢ I;. (Itt k és n pozitiv egész

szamok.)
@) I, = _—1,1} ) I, = (_l,l)
| n'n nn
(c) In—_2—l,3+l] (d) In—(2—1,3+1>
i n n n n
(e) I, = |0, l} ® I, = (0,1>
L N n
() I, = _0,1> ) I, — (07 1]
L N n

Melyik allitas igaz? (A valaszt mindig indokoljuk!)

2.118. | Haegy egymadsba skatulyézott intervallumsorozat metszete nem iires, akkor az intervallumok

zartak.

2.119. | Haegy egymadsba skatulydzott intervallumsorozat metszete iires, akkor az intervallumok nyil-

tak.

2.120. | Barmely egymadsba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete egyetlen pont.

2.121. | Haegy egymadsba skatulyézott intervallumsorozat metszete iires, akkor van az intervallumok

kozott nyilt.

2.122. | Ha egy egymdsba skatulyézott intervallumsorozat metszete iires, akkor van az intervallumok

koOzott nem zart.

2.123. | Ha egy zart intervallumsorozat metszete nem iires, akkor az intervallumok egymésba vannak

skatulydzva.
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2.124. | Lehet-e egy egymadsba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete egyetlen pont?
2.125. | Lehet-e egy egymadsba skatulydzott, nyilt intervallumsorozat metszete nem iires?
2.126. | Lehet-e egy egymdsba skatulydzott, nyilt intervallumsorozat metszete iires?

2.127. | Lehet-e egy egymadsba skatulydzott, zart intervallumsorozat metszete valédi intervallum (nem
csak egy pont)?

2.128. | Lehet-e egy egymadsba skatulydzott, nyilt intervallumsorozat metszete valédi intervallum?

2.129. | Lehet-e egy egymdsba skatulydzott, zért intervallumsorozat metszete valédi nyilt interval-
lum?

2.130. | Lehet-e egy egymasba skatulydzott, nyilt intervallumsorozat metszete val6di nyilt interval-
lum?

Dontsiik el az alabbi halmazokrol, hogy alulrél korlatosak-e, feliilrol korlatosak-e,
korlatosak-e, és hogy van-e legkisebb, illetve legnagyobb elemiik?

2831 {seRr:z <73} 2132.] {zeQ:ia<T3)
m{xeR:l‘Sﬂ} {xEQ:xS\/ﬁ}

Dontsiik el az alabbi halmazokrol, hogy alulrél korlatosak-e, feliilrol korlatosak-e,
korlatosak-e, és hogy van-e legkisebb illetve legnagyobb elemiik?

2.135. | primszdmok halmaza 2.136. | pozitiv szimok halmaza

2137, | [-5,-2) 2.138. | (3,2019]

2.139. {l ‘n € N*}
n

Hatarozzuk meg a kovetkezo halmazok minimumat, maximumat, infimumat és szupré-
mumat, ha vannak!
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2.140.

2.142.

2.144.

2.145.

2.146.

2.147.

2.148.

2.149.

2.150.

{Q/ﬁ:nel\ﬁ} {\/F—\/ﬁ:nel\ﬁ}
{\/n2+n—\/n2+1:n€N+} {n+%:n€N+}

Legyen H a valés szdmok egy nem iires részhalmaza. Mi a kovetkezd allitdsok logikai
kapcsolata?

(a) H alulrdl nem korlatos. (b) H-nak nincs legkisebb eleme.

(¢ (Vxe H)(Jye H)y < x. d (Vye H) (FIxre H)y <.

Adjunk példat olyan nem iires valés szadmhalmazra, amelyik korldtos, de nincs legkisebb
eleme!

Tegyiik fel, hogy a H C R halmaz nem iires. Mi a kovetkezd allitdsok logikai kapcsolata,
azaz melyikbdl kovetkezik a mésik?

P: H-nak nincs minimuma. Q:(VaeR") (IbeH) b<a

Mi a kapcsolat az aldbbi két allitas kozott, azaz melyikbdl kovetkezik a masik?

P: Az A halmaz véges (azaz véges sok eleme van).
Q: Az A halmaz korlatos.

Tudjuk, hogy H-nak nincs c-nél kisebb felsé korldtja. Kovetkezik-e ebbdl, hogy sup H = ¢?
Tudjuk, hogy a < b és x < y. Melyik nagyobb: ax + by vagy ay + bxz?

Hol van a hiba a kovetkezd levezetésben?

4 4
Nyilvanvalé, hogy log, £ = log, 5
4
Mivel 3 > 2, ezért 3log, R > 2log; £

4\° A
A logaritmus azonossagét felhasznalva: log, <5> > log, (—) .

4\ 3 4\?
Tehat: - > | =
i (5) - ()

64 16 80

azaz ﬁ>%:1—25
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3. Bizonyitasi modszerek, becslések

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

Két raciondlis szdm Osszege mindig raciondlis.

3.2. | Egy raciondlis és egy irracionalis szdm &sszege mindig irraciondlis.

m Két irraciondlis szam Osszege mindig irracionélis.

m Két irraciondlis szam 6sszege mindig raciondlis.

Lehet-e racionalis a kovetkez6 miiveletek eredménye?

E Két irraciondlis szam Osszege.

3.6. | Egy racionilis és egy irraciondlis szdm szorzata.

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

3.7. | Kétraciondlis szim szorzata mindig racionalis.
3.8. | Egy raciondlis és egy irracionalis szdm szorzata mindig irraciondlis.

3.9. | Egy nullatdl kiilonbozs raciondlis szdm €s egy irraciondlis szdm szorzata mindig irraciond-
lis.

3.10. | Két irraciondlis szdm szorzata mindig irracionlis.

3.11. | Kétirraciondlis szdm szorzata mindig racionalis.

Lehet-e racionalis a kovetkezo miiveletek eredménye?
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Két irracionéalis szam szorzata.

3.13. | Egy raciondlis és egy irraciondlis szdm Osszege.

Mutassuk meg, hogy a Bernoulli-egyenl&tlenségben az a > —1 feltétel nem hagyhat6 el,
mert ha elhagynank, hamis 4llitast kapnank!

Igazoljuk, hogy barmely a pozitiv valés szamra teljesiil az alabbi egyenlotlenség!

2
315. | o+l 316 | “F2 oo
a a?+1

Igazoljuk, hogy barmely a, b és c pozitiv valés szamra teljesiil az alabbi egyenlotlenség!

a+b b+c c+a ab bec ca

3.17. + + > 6 318. | — + =+ —>a+b+c
c a b c a b
a b ¢
2124523 3.20. | (a+b)(b+c)(c+a) > Sabe
C a
3.21. | a®b+ b%c + Pta > 3abe 3.22. | ab+ be+ ca > avbe + by/ca + v ab

3.23. | (a+1)(b+1)(a+c)(b+c) > 16abe

324. | abc> (a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db)

1
3.25. | Néhédny nemnegativ valds szam Osszege 1. Lehet-e a négyzetosszegiik kisebb, mint m?

3.26. | Néhdny nemnegativ valGs szdm Osszege 1. Lehet-e a négyzetdsszegiik nagyobb,
mint 100?

3.27. | Néhény valos szdm Osszege 1. Lehet-e a négyzetosszegiik nagyobb, mint 100?

3.28. | Hatdrozzuk meg +/0,999...9 elsd 2019 tizedesjegyét, ahol a gyokjel alatt 2019 darab 9-es
tizedesjegy 4ll!
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Adjunk meg olyan [N pozitiv egész szamot, amelyikre tetszoleges n > N egész szam
esetén teljesiil az alabbi egyenlotlenség!

3.29. | VI+V2+V3+...+/n>1000

1
330. | —+—+—=+...+—=>1000

3.31. | 0,001n° + 300n3 — 10 > 5000n* + 2016n? + 5

1
3.32. | —n®+200n* — 100013 > 2999n° + 111n* — 51n

100
3.33. | /2 < 1,001 3.34. | 1,01 > 100
1
3.35. | 09" < 1000 vn+1—+/n<0,0001

m V1000 < 3 — v/2019

Adjunk meg olyan n-t, amelyre teljesiilnek a kovetkezo egyenlotlenségek!

3.38. | 1,00001" > 1000 0,9999" < 0,0001

m /2 < 1,00001 /172 > 0,9999

Igazoljuk, hogy minden n pozitiv egész szamra teljesiil az alabbi egyenlotlenség!

2 2
342. | /3-1<2 343. | n<14+
VBo1<s yisie
1 1\"
344. | n<2--— 3.45. (1+—> > 9
' mn
1 n
346. | V2-1<-— 3.47. n!<<”+1)
n - 2
1 1 1 1
348. | V1I+V2+V3+...+n>n 349. | —+ —+-——+... +—=>n
3 e @B Liliti il
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3.50. | Bizonyitsuk be, hogy minden elég nagy n-re teljesiil az v/1000 < 3 — /n egyenlStlenség!

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges a, b nemnegativ valos szamokra fennallnak az alabbi
egyenlotlenségek!

i1 2a+ (n—1)b n a’?+ (n—1)b
3.51. Va2r-l< — 27 3.52. -l < — 1
Vet < S [3s2] o< T
n+1

Az 1 m? térfogatu téglak koziil melyiknek legkisebb a felszine?

Allitas: Az 1a legnagyobb szam.

Bizonyitas: Indirekt modon. Tegyiik fel, hogy nem az 1 a legnagyobb szdm, hanem A.
Ekkor A > 1 > 0, tovabbd A > A?. Az utols6 egyenlStlenség mindkét oldalét a pozitiv
A-val osztva azt kapjuk, hogy 1 > A, ami ellentmond az indirekt feltevésnek, tehat mégis az
1 a legnagyobb szam.

Hol a hiba?

Igazoljuk az egyenloségeket minden n pozitiv egész szamra!

1 1 1 n
356. | ~ 4+ - 4+ .. _
2 2 T A et
1
3.57. 1+2+3+...+n:—n(n2+)
3.58. 12+22+32+".+n2:n(n+1)6(2n—|—1)
n?(n +1)>2

359, | 1°4+224+334+... +n®=

n(n+1)(n+2)
3

360. | 1-24+2-34+3-44+...+nn+1)=

n(n+1)(n+2)(n +3)
4

36l. | 1-2:3+2-3-443-4-5+...+nn+1)(n+2)=

3.62. | 1-11+2-214+3-3l+...4+n-nl=(Mn+1)!-1
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(1) -

Milyen allitast sugallnak az alabbi egyenloségek? Igaz-e az allitas?

3.64.
1=0+1
24+3+4=1+8
54+6+T7+8+9=8+27
10+ 11+ 12+ 13 4+ 14 + 15 + 16 = 27 + 64
3.65.
1=1
1+3=4
14+3+5=09
14+3+5+7=16
3.66.
1=1
1+8=9
1+8+27 =36

1+8+ 27464 =100

Mennyi az els6 n paros pozitiv egész szam négyzetének 6sszege?

Mennyi az els6 n paratlan pozitiv egész szam négyzetének 0sszege?

2 & N
= = =1

Tegyiik fel, hogy a; = 4 és minden n € N* esetén a,,,; = 3a, — 2. Adjuk meg az a,, tagokat
n fliggvényében!

(2n)!
()

9
~J
=

< qn—1

Bizonyitsuk be, hogy minden n > 5 pozitiv egész szdmra fennall

3.71. | Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan ng pozitiv egész szam, amelyre minden n > ng pozitiv
egész szam esetén teljesiil 3" > 5n?.

3.72. | Igazoljuk, hogy ha a; = 1, a; = 6 és minden n > 2 pozitiv egészre a,, = Ta,_1 — 12a,_,
akkora, =3-4"1 —-2.3""1 n e NTI
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3.73.

3.74.

I

75

3.76.

Igazoljuk, hogy ha a; = 2, a; = 6 és minden n pozitiv egész szdmra a,, 1> = 4a,11 — 4a,,
akkor a,, = (n + 1)2"71, n € NT!

Igazoljuk, hogy ha a; = 2, ay = 4 és minden n > 1 pozitiv egészre a,,11 = 6a,, —9a,,_1 +4,
akkora, = 3" '+ 1, n € N*!

Tegyiik fel, hogy a; = 2, a; = 8 és minden n € N* esetén a,,,2 = 5a,,1 — 6a,. Adjuk meg
az a,, tagokat n fliggvényében!

Tegyiik fel, hogy a; = 29, a; = 85 és minden n € N7 esetén a,, 5 = 5a,,.1 — 6a,. Adjuk
meg az a,, tagokat n fliggvényében!

Legyen A, A,, As, ... allitasok egy sorozata. Ezek koziil melyik allitasokrél tudjuk
biztosan, hogy igazak, illetve melyekrol, hogy biztosan hamisak a kovetkezo feltételek
mellett?

3.77.

3.78.

©
~
o

% %0 % %0 %
> ® ™ = &

@
oo
n

w9

%
5 &

87

3.88.

Ay igaz. Ha A, igaz, akkor A, is igaz.

Ajgo igaz. Ha A,, igaz, akkor A, is igaz.

Ay igaz. Ha A,, igaz, akkor A, is igaz.

A1 igaz. Ha A,, hamis, akkor A, is hamis.

Aj és Ayigaz. Ha A, és A, igaz, akkor A, .5 is igaz.

Ay igaz. Ha A, és A, 1 igaz, akkor A, is igaz.

Ha A, igaz, akkor A, is igaz. A« hamis minden n-re.

Az igaz, ésn > 5 esetén ha A, igaz, akkor A, igaz.

Ay igaz és Ay igaz, és n > 20 esetén ha A,, igaz, és A, igaz, akkor A, - igaz.
Minden n € N* esetén Ayn igaz, és ha A, igaz, akkor A,_; igaz.
A hamis. Ha A, igaz, akkor A, is igaz.

Ay igaz. Ha A, hamis, akkor A,,_; is hamis.
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Ao hamis. Ha A,, igaz, akkor A,,_; igaz.

Ay igaz. Ha A,, igaz, akkor Ay, igaz.

Ajigaz. Ha Ay, A, ..., A, mind igaz, akkor A, is igaz.
Asigaz, ésn > 5 esetén ha A,, igaz, akkor A, igaz.

Ay igaz és A, igaz, és ha A, igaz, és A, igaz, akkor A, - igaz.

Ay igaz, és ha A, igaz, és A, igaz, akkor A, igaz.

Minden n € N* esetén Ayn igaz, és ha A,, hamis, akkor A,,_; hamis.

AV (Vn € NT) (An — (Ap43V An+7)) igaz.
AL A (Y € N9) (A V Aar) = Ano) igaz.

Igaz-e a kovetkez6 tétel? Ha nem, akkor hol a hiba?

Tétel: Minden 16 egyforma szind.

Bizonyitas: Teljes indukciéval belatjuk, hogy barmely n 16 egyforma szind.
Az éllitds n = 1-re nyilvanvald.

Tegyiik fel, hogy igaz n-re, és ebbdl fogjuk n 4 1-re beldtni: adott 41 16 koziil az indukcids
feltevés miatt az 1.,2.,...,n. is egyforma szinti és a 2.,...,n.,(n + 1). is egyforma szind,
tehat mind az n + 1 16 egyforma szind.

3.99. | Egy futé 20 kort fut, a koroket rendre vy, . . . , vy sebességgel futja. Mennyi a futé atlagsebes-

sége a teljes tdvon? Milyen kozepe az atlagsebesség a vy, . . . , v sebességeknek? Azonos-e
ez a kozép a koronkénti sebességek atlagaval (szdmtani kozepével)? Ha nem, melyik a na-
gyobb?

Az aldbbiakban megprébdljuk megoldani a kdvetkezd egyenletet!
Vi—-z+vVr-3=1 Emeljiik kobre mindkét oldalt!
l—o+3(YT—2)Ve—3+3T—2(Vz—3) " +2-3=1
—243Wl—-avz-3(V1-a+Vz-3)=1

Vegyiik észre, hogy a bal oldalon a z4rdjelben levs 0sszeg az eredeti egyenlet szerint 1.
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VT2t —3=1
(1—2z)(z—-3)=1
T =2

Tényleg megoldds ez? Mit rontottunk el? Gondoljuk végig, hogy a fenti levezetés mit bizo-
nyit, és mit nem bizonyit!

Futé Bendeguz 20 kort fut, és a koroket rendre v, . . ., voo sebességgel futja. Szaladé
Zebulon 20 percig fut, a sebességét percenként valtoztatja, a k-adik percben v; sebes-
séggel fut (k = 1,2,...,20).

3.101. | Szamitsuk ki Futé Bendegiz és Szalad6 Zebulon dtlagsebességét a teljes tdvon, és hatdrozzuk

meg, hogy melyik kozéppel szdmolhatok az dtlagsebességek a megfeleld vy, . . ., vy sebes-
ségekbdl!

3.102. | Melyik futénak nagyobb az dtlagsebessége?

3.103. | Adjunk meg olyan pozitiv egész K szdmot, amelyre igaz, hogy ha n > K pozitiv egész,

akkor — < ——. Héany megoldasa van a feladatnak?

Van-e olyan n € N, amelyre teljesiilnek a kovetkezo egyenlotlenségek?

/999 < 1,001 \/T+\/§Z"'+\/ﬁ>1oo

Van-e olyan n € N, amelyre teljesiilnek a kovetkezo egyenlotlenségek?

V14244 /n 3100.] L. b1
3.106. — > 1002 Attt E>n

3.108. | Bizonyitsuk be, hogy ha hdrom nemnegativ szam szorzata 1, akkor dsszegiik legaldbb 3 !

Van-e olyan n € N, amelyre teljesiilnek a kovetkezo egyenlotlenségek?

1 1 1 1 1

1
3109. | — + —+---+—>100 3110, | — + — 4+ ...+~ > p
3409 e 30|
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1 1 1 n
— =4+ —=>=+2
n 2

vVioV2 vn

1 1 1
EINE N

>10-v/n

3.113. | Legyen egy téglalap két oldala a és b, atl6ja pedig c. Ekkor a téglalap teriilete T = ab, és a

téglalap keriilete X' = 2(a + b).

Tehat
Igy
Mivel 0 < a < ¢, ezért

Beszorzas utan:

T és K helyébe irjunk ab-t és 2(a + b)-t:

Rendezés utan:

Kiemelés utan:

Osztunk (a — ¢)-vel, de a < ¢, igya —c < 0

Négyzet esetén b = a és ¢ = av/2.

Egyszertsités €s rendezés utdn:
Hol a hiba?

T  ab

K — 2(ath)

2 2

2T c ab c

K B atb o
2T c ab
() <

2Ta  ac abc c?

K V2 atb 2
2a2b ac abc

2(a+0) E<a——|—b
2a%b abc ac

2ath) atb Va3

L=< =9
ab c

a+b” 2

a® av?2

2" V2

1> 2.

Egy kereskeddnek nem pontos a kétkard mérlege, mert a karok hossza nem egyenld. Miutan
tudja ezt, minden vasarlondl az aru egyik felét a mérleg egyik serpenydjében, a mésik felét a
mérleg masik serpenydjében méri, gondolvan, hogy ezzel kikiiszoboli a mérleg pontatlansa-

git. Valoban ez a helyzet?

Tudjuk, hogy a,b,c > 0és a + b + ¢ = 18. Hatarozzuk meg a, b és c értékét ugy,
hogy a kovetkezo Kifejezések értéke maximalis legyen:

abce
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Tudjuk, hogy a,b,c > 0 és abc = 18. Hatarozzuk meg a, b és c értékét ugy, hogy a
kovetkezo kifejezések értéke minimalis legyen:

a+b+c 3a+2b+c
20+ b+, a’ +b* + A

3.123. | Bizonyitsuk be, hogy minden ay, . . ., a,, pozitiv valds szdmra

i+t ad+...+a
n - n '

3.124. | Bizonyitsuk be, hogy minden a4, ..., a, és by, ..., b, pozitiv valés szdmra

|a1b1+...+anbn\§\/a§+...+ag\/b§+...+b3!

3.125. | Huszonét szuper intelligens éhes oroszldn kozé egy darab oszthatatlan his keriil. Ha vala-
melyik megeszi, akkor elalszik, €s amig alszik, a tobbiek tigy tekintenek rd, mint egy darab
oszthatatlan husra. A fentieket az oroszlanok is tudjak. Mi fog torténni?
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4. Sorozatok hatarértéke

Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol a kovetkezo sorozatokat! (A megadott so-
rozat monoton novekvo-e, szigorian monoton novekvo-e, monoton csokkend-e, illetve
szigorian monoton csokkené-e? Ha nem, akkor létezik-e olyan index, amelyt6l kezdve
a sorozat monoton?)

; SR
sin (?—gn) sin <%)
tg(%) \/n+1—\/n—1
(1+%)n 4.10. <1+%)n
4.11. (1+§)n

n

Vizsgaljuk meg korlatossag szempontjabdl a kovetkezo sorozatokat! (Alulrél korlatos-e,
feliilrol korlatos-e, korlatos-e a megadott sorozat?)

n+ 2

4.12. n? —n
n
(—ﬁ) 4.15. (_§)
7 5
-5 n
4.16. | sin(4n® —n)cos(4n? + 1) 4.17. (n >
n
418. | 2 419, | ¥
n n2

4.20. | tg(nn) ViFI— =1
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4.22. (—1)” Inn

n

1
@ Monoton-e, korlatos-e az a,, = Z = sorozat?
)

=1

Irjuk fel logikai jelekkel (de a tagadas jele nélkiil) az alabbi allitasokat!

-
)
=

Az (a,,) sorozat feliilrdl korldtos. 4.25. | Az (a,) sorozat feliilr6l nem korlatos.

[\
=)
[\
~

] el = &
W [N
< =0 :

Az (a,,) sorozat monoton novekva. Az (a,,) sorozat nem monoton nvekva.

Az (a,,) sorozat monoton. Az (a,,) sorozat nem monoton.

Az (a,,) sorozat tart 5-hoz. Az (a,,) sorozat nem tart 5-hoz.

- = -
@ |
L Sl -

4.32. | Az (a,) sorozat a m szdmhoz tart. 4.33. | Az (a,) sorozat nem tart a w szdmhoz.
4.34. | Az (a,) sorozat konvergens. 4.35. | Az (a,) sorozat divergens.
4.36. | Az (a,) sorozat végtelenhez tart. 4.37. | Az (a,) sorozat nem tart végtelenhez.

3

=]

Az (a,,) sorozat nem tart minusz végtelenhez.
Az (a,) sorozat oszcillalva divergens.

Az (a,,) sorozat nem oszcilldlva divergens.

» -
W
2 §

Tegyiik fel, hogy lim a, = 5. Kovetkeznek-e ebbol az alabbi allitasok?
n—oo

441. | (Ve > 0)(3ng € R)(n >ng = |5 —a,| < ¢)

4.42. | 3K e R)(Vn € RY) |an| < K

A definicié alapjan igazoljuk, hogy az alabbi sorozatok konvergensek!
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1\n+l
4.43. %; IIHI(:2+

445 | =1

n

A definici6 alapjan igazoljuk, hogy az alabbi sorozatok konvergensek! Adjunk meg
kiiszobindexet az e = 10~* hibakorlathoz!

1+ —

4.48. 321? %sinn
.1

p L

A definici6é alapjan igazoljuk, hogy az alabbi sorozatok konvergensek! Adjunk meg
kiiszobindexet az € = 10~2 hibakorlathoz!

451 7127:— 1 nan_ 1

n+1
n—1

4.53.

A definici6 alapjan igazoljuk, hogy az alabbi sorozatok hatarértéke végtelen! Adjunk
meg kiiszobindexet a P = 102 szamhoz!

Ilalyﬁ 4.55. | 4n3

4.56. | 2" 4.57. | n!

A definicié alapjan igazoljuk, hogy az alabbi sorozatok hatarértéke minusz végtelen!
Adjunk meg kiiszobindexet a P = —10° szimhoz!

o1 -
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4.61. | 3"

Kovetkezik-e az alabbi allitasokbol, hogy a sorozat konvergens?

4.62. | (Ve > 0)(3ng € R)(n > ng = |a, — 5| < 2¢)
(463, | (V0 e N [a,] < 5

Mi a kovetkezo sorozatok hatarértéke? Ha véges a hatarérték, akkor mutassunk
kiiszobindexet e = 10~ -hoz, ha végtelen, akkor P = 10°-hoz, ha minusz végtelen,

akkor P = —10%-hoz!
(a5, | Bt
b1

| sl

1 11
4.67. | =+ —
vn n+\/ﬁ
n—n VI+V2+-+yn
n
4.70. 471, | "
n - 10n + 100

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét, adjunk meg e > 0-hoz kiiszobindex-
et!

4.72. (_g>n 4.73. (%)n

Melyik sorozat korlatos alulrél, melyik korlatos feliilrol, és melyik sorozat korlatos? Me-
lyik sorozat konvergens, melyik divergens? Melyik sorozatnak van hatarértéke? Adjuk
meg a létezo hatarértékeket, és indokoljuk meg az eredményeket!

1 n
1+E’ ha n prim 4.717. an:_1+<%>

1
2 ——  egyébként
n
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4.78. | q,=2"

$

I

S
[\

4.80

482, | o — (_§)
3

i ;
R
.‘P
Q

3

I

5

S

R
=)

) a, —0

(i) |an] — 0

2 n
479. | a,=(-=
w=(3)

481 | a,=(-1)"+3

483. | o, - (_5)
5

485. | a,= V8

Igazoljuk, hogy tetszGleges (a, ) sorozatra az alabbi két éllitds ekvivalens!

4.87. | Igazoljuk, hogy pozitiv tagi (a,) sorozatra az aldbbi két allitds ekvivalens!

1 a, —0

(i1) 1 — 00

n

4.88. | Mutassunk példat olyan pozitiv tagd sorozatra, amelyik nem korldtos, de nem tart végtelen-

hez!

:lk
R
N

Melyik sorozat konvergens, melyik divergens, melyiknek van hatarértéke, és mi a hatar-

érték?

491, | o — n, han péaros
0, han pératlan

Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ > 1, akkor ¢" — oo.

Bizonyitsuk be, hogy ha |¢| < 1, akkor ¢" — 0.

492. | o0 — 3n,  han paros
4n%,  han pdratlan

(454 ) 0 - vEEE
.
(1+3)
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97. | Z_ 498. | 27"

: E I

e d

)

e .
S

4100. | Vn24+1-—n

+sinn
n?+n—n 4.102. | 1 Temn
vn? 41

Melyik sorozat konvergens, melyik divergens, melyiknek van hatarértéke, és mi a hatar-
érték?

—n?,  han paratlan

4103.| o, - {2—n, ha n péros 4104, b, — {—Sn, ha n paros

ha n paratlan

105. | V211 4.106.| 3=
4.107. | /7 —cosn 4108. | Vn2—1—n

1

+ sinn
09.| Vn2—n— -4.110. nosmn

4.111. | /n2 4.112. | UYn2+n
113. 1 4.114. | /n2 — 10n

4

VI+V2+-+n

Szamoljuk ki a kovetkezo sorozatok hatarértékét, ha vannak!

5 . 2
4115, | W Ao -1 4116, | S t2nt1

n2—nd+1 n 4+ 2n2

2nt — 3n? o2n? —3n3 +1
4117. | =— " 4118, | =2 =" T~
TL2 _ 67’L + 1 n2 _ 7

4n? — 3n 1002 +2—"Tn
4.119. | — 4120, | — — ~
4120,

5n — Tn? —n3

n?+3 2n* +3n+n* 1
4121. | —— -4.122. - - .
A /n4 + 4n - 2n3 + 1 \/ﬁ

nsinn + n?cosn 2n? + 3n + J/n
4.123. e 4.124.

VonT 4+ nd 41

Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét, ha vannak!
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N S V2 —1—+2n+1
VR Vi -
VAT -n VT

ol

Szamoljuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét!

4.136. (1 - %)n (1 N %)n
4.140 (1 + i>n (1 N i)gn_l

4.138.

2n

Szamoljuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét, ha vannak!

3 n n+1
(1+2) (-3
(o) (-2)"

Szamoljuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét, ha vannak!

3.2 4 2. 5mH n — 251
4147, T 4148, ST
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3n _|_ TLS \/ﬁ2n+5
4.149. 4150. | Y=
- n" + 33 5n + 5—n
n! — 2n n210n+2 o 3n2019
4151, — — 4.152.
S —

Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét, ha vannak!
S e
e S

Szamoljuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét, ha vannak!

CIEEIEE IR T
YT ST

Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét, ha vannak!

gPB=VB arctg v/n
o (i 57) ()
5 i

arctg\/n——l—Z COos (Zi;)
G .

n+1
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Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét, ha vannak!

n __ 10
4.176. | 0,99"n> 4177, 3" —n+n
2" — /n + n!
4.178. | /27 — n2 4.179. (_1?)
n!
1 2n 1 n+1
4.180. (1 + —) 4.181. <1 + —)
n n
4.182. 1+ i " 4.183. 1+ i '
2n 2n

Hatarozzuk meg a kivetkezo sorozatok hatarértékét, ha vannak!

4.184. | 0,9"n? 4.185.| /3» —n3

1 3n 1 n+3
4.186. (1 + —) 4.187. <1 + —>
n n

1+ 1 6n
2n

7 N\

3n
4.188. (1 + i) 4.189.
3n

Hatarozzuk meg a kivetkezo sorozatok hatarértékét, ha vannak!
<_ 10)71 3 n n
4.190. o 4.191. | /n!+5"—n

1 n+1
4.192. (1 + _) 4.193. | (5" —n!)-0,3"
n

2 1 n
4.194. (1 N L) i 4.195. (1 n —)
2n 2n

1
4.196. | n-In(1+- 4.197.| \/ /3427 4 p-Un
n “( m) (4197.] /B2
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4.198.

4.199.

4.200.

4.201.

4.202.

4.203.

4.204.

4.205.

4.206.

4.207.

Legyen a > 1 és a,, — a. Mutassuk meg, hogy a;, — oo.
Mutassuk meg, hogy ha a,, — 0o, akkor a; — oo.
Legyen |a| < 1 és a,, — a. Mutassuk meg, hogy a” — 0.
Mi lehet az (a) sorozat hatarértéke, ha a,, — 1?

Mi lehet az (a) sorozat hatéarértéke, ha a,, — 0?
Igazoljuk, hogy /n — 1.

Igazoljuk, hogy minden a pozitiv szdmra {/a — 1.

Mutassuk meg, hogy ha a nemnegativ tagi (a,,) sorozat konvergens és a hatarértéke pozitiv
szam, akkor /a,, — 1.

Mi lehet az ({/a,,) sorozat hatarértéke, ha (a,,) nemnegativ tagu és a,, — 00?

Mi lehet az ( /a,,) sorozat hatdrértéke, ha (a,,) nemnegativ tagi és a,, — 0?

Igazoljuk az alabbi allitasokat!

4.208.

4.210.

4.211.

4.212.

4.213.

4.214.

1 1
Ly 0 4.209. | nsin = — 1
L in

inf{V/2 : ne Nt} =7

Mutassuk meg, hogy az (a,,) sorozat akkor és csak akkor korldtos, ha 1étezik olyan K vals
szdm, melyre |a,,| < K minden n indexre!

Igazoljuk, hogy korlatos sorozatok szorzata korltos!
Igaz-e, hogy korlétos sorozatok hanyadosa korlétos, ha a nevez6 egyik tagja sem nulla?

Igaz-e, hogy ha az (a,) és (b,) sorozatok konvergensek, akkor az (a,,+b,,) is konvergens?
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4.215. | Igaz-e, hogy ha az (a,,) sorozat konvergens, a (b,,) sorozat pedig divergens, akkor (a,, + b,)
divergens?

4.216. | Igaz-e, hogy ha az (a,,) sorozat konvergens, a (b,,) sorozat pedig divergens, akkor (a, — b,)
divergens?
Legyen (a,,) és (b,,) két divergens sorozat! Igazak-e ekkor a kovetkezo allitasok?

4.217. | (a,) és (b,) 6sszege mindig divergens.

4.218. | (a,) és (b,) szorzata mindig divergens.

4.219. | Igaz-e, hogy haaz (a,) és (b,) sorozatok konvergensek, akkor az (a,, - b,,) is konvergens?

4.220. | TIgaz-e, hogy ha az (a,) sorozat konvergens, a (b, ) sorozat pedig divergens, akkor (a,, - b,,)
divergens?

4.221. | Igaz-e, hogy ha az (a,) sorozat konvergens, a (b, ) sorozat pedig divergens, akkor (a,, - b,)
konvergens?

4.222. | Egy sorozat 0,000001-hez konvergal. Lehet-e a sorozatnak negativ tagja? Lehet-e a sorozat-
nak végtelen sok negativ tagja?

4.223. | Egy sorozatnak végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ tagja van. Lehet-e konvergens?

s 2

Ekvivalensek-e a kovetkezd allitasok azzal, hogy b hatarértéke az (a,,) sorozatnak?

4.224. | Barmely € > 0-ra az (a,,) sorozatnak végtelen sok tagja van e-ndl kozelebb b-hez.

4.225. | Barmely € > 0-ra az (a,,) sorozatnak csak véges sok tagja van b-t3l legaldbb e tdvolsagban.

4.226. | Vanolyane > 0, amelyre az (a,,) sorozatnak végtelen sok tagja van e-nél kozelebb b-hez.

4.227. | Van olyan ¢ > 0, amelyre az (a,) sorozatnak végtelen sok tagja van b-t5l legaldbb ¢ tavol-
sédgban.

s 2

Tegyiik fel, hogy az a,, sorozat co-hez divergal. Kovetkeznek-e ebbdl a kivetkezo allita-
sok?
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4.228. | Az (a,) sorozatnak nincs legnagyobb tagja.

4.229. | Az (a,) sorozatnak van legkisebb tagja.

Melyik allitasbol kovetkezik, hogy a sorozat végtelenhez divergal?

4.230. | Az (a,) sorozatnak nincs legnagyobb tagja.

4.231. | Az (a,) sorozatnak van legkisebb tagja.

4.232. | Az (a,) sorozatnak van legkisebb tagja, és a sorozat szigordan monoton nd.

4.233. | Az (a,) sorozatnak nincs legnagyobb tagja, és a sorozat szigortian monoton nd.

Irjuk fel logikai jelekkel, de a hatarérték jelolései és tagadasjel (valamint A és ¥ jelek)
nélkiil az alabbi allitasokat!

4.234. | Az (a,) sorozat nem tart —oo-hez.

4.235. | A (b,) sorozat oszcillélva divergens.

Igazoljuk, hogy barmely k pozitiv egész és a > 1 valés szamra teljesiilnek a kovetkezo
allitasok!

logan—>oo ¥/n — oo
o "o
n!—)oo nn—>00

Igazoljuk, hogy barmely k pozitiv egész és a > 1 valds szamra teljesiilnek az alabbi
allitasok!

g o
< ) o
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4.246.

4.247.

4.248.

4.249.

4.250.

4.251.

4.252.

Irjuk fel az a, — oo és az a, — —oo definici6jat a ,,minden elég nagy n-re” kifejezés
segitségével!

Bizonyitsuk be a rendérszabdlyt végtelen hatarérték esetében!

A hatéarérték és miveletek kapcsolatardl szo6l6 tételben a kritikus hatarértékek helyére ,,?”
keriilt, mert ott barmi 4llhat. Adjunk példakat a lehetséges esetekre!

Mi a kovetkez6 két allitas logikai kapcsolata?

A: lim 2% =1
n—oo n

B: lim (a, —b,) =0
n—oo

Mi a kovetkezd két 4llitas logikai kapcsolata, ha (a,) és (b,) végtelenhez tarté sorozatok?

A: lim =% =1
n—oo n
B: lim (a, —0,) =0
n—oo
n bTL
Tegyiik fel, hogy Vn  a,, # 0 és b,, # 0. Igaz-e ekkor, hogy Z— —0 <= — — 00?
n a’n

Tegyiik fel, hogy Vn a, # 0és b, # 0, tovabba a,, — oo és b, — co. Igaz-e ekkor, hogy

Mutassunk példat olyan a,, — oo és b,, — oo sorozatokra, melyekre teljesiilnek a

27 2

kovetkezo allitasok!

4.253.| a,—b, =0 4254.| a, —b, =5
4.255.| a, — b, — —1 4.256. | o, — b, — o0
4.257. | a, — b, - —00 4.258. | Az (a, — b,) sorozatnak nincs hatérérté-
ke.
Mutassunk olyan (a,,) és (b,,) sorozatokat, amelyekre lim a,, = oo, lim b,, = —o0
n—oo n—oo

és teljesiilnek a kovetkezo allitasok!
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Jim o+ ) =0 Jim (o + ) =7
Jim (o0 +b) = 7 Jim (o ) = o
nlggo(a" +b,) = —0 r}Lrgo(an + b,,) nem létezik

Vannak-e olyan (a,,) és (b, ) sorozatok, amelyekre a,, — oo, b,, — —oo és teljesiilnek
a kovetkezo allitasok?
Qn

Jim 5 =0 Jim =
fim = -7 fim g =
nh—glo n _ —00 nh_)I{.lo %nem Iétezik

Mutassunk olyan (a,,) és (b,,) sorozatokat, amelyekre lim a,, = 0, lim b,, = oo, és

teljesiilnek a kivetkez§ allitasok! e n—roo
JNim (@nba) =0 Tim (ab,) :%
fim 0 =1 i et =
Tim (anby) = —2 lim (aby) = —7
JNim (anbn) = oo Tim (a,b,) = —o0
lim (a,b,) nem létezik

n—oo
Mi a P és Q allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a masik?

4.280.| P:a, >0  Q:la,] =0 4281.| P:a, —3  Q:lan| — 3

4.282. | Bizonyitsuk be, hogy két, minusz végtelenhez tarté sorozat 6sszege is minusz végtelenhez
tart!
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4.283. | Tegyiik fel, hogy a,, — 2. Mi a hatérértéke az (a]'), illetve, az ({/a,) sorozatoknak?

4.284. | Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-re n! > <E> .
e

4.285. | Irjuk fel az alabbi sorozatokat nagysagrend szerinti sorba!

@ () (b) (n?+27) © (100y/) @ (n!/10)

4.286. | Keressiik meg az aldbbi sorozatok kozott az dsszes aszimptotikusan egyenld péarokat!

(@) (n!) (b) (n") (© (n!+n") ) (v/n)
(e) ({/n) ® (vVn+l) ) (V2) (h) (Vn?)

4.287. | Legyenek (a,) és (b,) végtelenhez tart6 sorozatok. Mi az (a) és (b) dllitdsok logikai kapcso-
lata, azaz melyikbdl kovetkezik a mésik?

(a) aann (b) an_bn_>0

4.288. | Bizonyitsuk be, hogy ha az (a,) sorozat gyorsabban tart végtelenhez, mint a (b,) sorozat,
és a (b,) sorozat gyorsabban tart végtelenhez, mint a (c,) sorozat, akkor az (a,) sorozat
gyorsabban tart végtelenhez, mint a (¢,,) sorozat!

L 1—|-1-|- -I-l'b 1—|—1—|-1-|- + !
egyen a,, — — — — €S0, = — _ S .
8y 12 22 n? 1 1-2 2-3 (n—1)-n
Bizonyitsuk be a kovetkezo allitasokat!
1
4.289. | Mindenn € NT-rab, =2 — —.
n

4.290. | Mindenn € NT-raa,, <b,,.
4.291. | Az (a,,) sorozat korldtos.

4.292. | Az (a,) sorozat monoton.

4.293. | Az (a,) sorozat konvergens.

Van-e a kovetkezo sorozatoknak konvergens részsorozatuk?
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-1y s
; v
Vi~ IV (v}

4.300. | Igaz-e, hogy ha egy sorozatnak van konvergens részsorozata, akkor a sorozat konvergens?

Van-e a kovetkezo sorozatoknak konvergens részsorozatuk?

oy cos v
o )

4.30S. | Igaz-e, hogy ha egy sorozatnak van divergens részsorozata, akkor a sorozat divergens?

4.306. | Mutassunk olyan sorozatot, amelynek van végtelenhez tartd, minusz végtelenhez tarté és
0-hoz tart6 részsorozata is!

4.307. | Milyen hatdrértéke lehet egy olyan sorozatnak, amelynek van 1-hez tart6 részsorozata is €s
2-hoz tart6 részsorozata is?

2

1 n 1 n
4.308. | Hatarozzuk meg az a,, = (1 + —) ésb, = (1 + —2> sorozatok hatarértékét!
n n

Irjuk fel logikai jelekkel (de a tagadas jele nélkiil) az alabbi allitasokat!

4.309. | Az (a,) sorozat Cauchy-sorozat.

4.310. | Az (a,) sorozat nem Cauchy-sorozat.

1
4.311. | Tgazoljuk, hogy az (—) sorozat Cauchy-sorozat!
n

4.312. | Irjuk fel a Cauchy-kritérium tagaddsit egy (a,,) sorozatra! Mi a felirt 4llitds logikai kapcso-
lata az ,,(a,,) divergens” allitdssal?
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Mi a logikai kapcsolata az ,,(a,,) sorozat konvergens” allitisnak a kovetkezo allitasok-
kal?

4.313. | lim (an4q — an) = 0 4.314. | lim (az, —a,) =0
n—oo

n—oo

4.315. | Irjuk fel a Cauchy-kritérium tagaddsit egy (a,,) sorozatra! Mi a felirt 4llitds logikai kapcso-
lata az ,,(a,,) divergens” llitassal?

1
4.316. | Tegyiik fel, hogy minden n, m-re |a, — a,,| < ey Bizonyitsuk be, hogy (a,,) konver-
n+m

gens!

s 2

Mi a kovetkezo allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kovetkezik a masik?

4.317. | P: Az (a,,) sorozat konvergens.

Q: |apie —ay| — 0

4.318. | P: Az (a,,) sorozat konvergens.

Q: |ag, —a,| =0

4.319. | P: Az (a,,) sorozat konvergens.

Q: |ap1 —ay| — 0

4.320. | Igaz-e, hogy ha (as,) és (ag,.1) konvergens, akkor (a,,) konvergens?

4.321. | Mutassuk meg, hogy ha az (a,) sorozat (as,) és (as,_1) részsorozata konvergens, és e két
részsorozat hatérértéke egyenld, akkor (a,) konvergens!

=
(Y
]
)

Igaz-e, hogy ha (as,) és (as,) konvergens, akkor (a,) konvergens?

>
(X
S
@

Igaz-e, hogy ha (as,), (a2,+1) és (as,) konvergens, akkor (a,) konvergens?

Bizonyitsuk be, hogy ha minden n-re a,, > 0, akkor az s,, = a; + ... + a, sorozatnak van
(véges vagy végtelen) hatarértéke!

4.325. | Hatdrozzuk meg az \/ 3 + \/ 3+ ... +\V3+ /3 sorozat hatdrértékét, ha van! (Az n-edik
tagban n darab gyokjel és n darab 3-as van.)

=
w9
NS
e



4. Sorozatok hatarértéke 53 U

4.326. | Attol fiiggGen, hogy egy sorozat melyikkel rendelkezik a ,, korldtos, monoton, konvergens”
tulajdonsagok koziil, 8 féle eset van. Adjunk példat ezek koziil azokra, amelyek 1éteznek, és
indokoljuk meg, hogy miért nem létezik a tobbi!

Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét, ha léteznek!

4.328. | a; =156ésa,.1 = —a, +1

4.329. a; = 3 és An+1 = V/ 2 + an,

Szamitsuk ki az alabbi rekurziv médon megadott sorozatok hatarértékét!

4.330. | a; =2ésa,.1 = 2a, a1 =1€s a1 = (n+1)a,
4.332. | a; =1ésa,41 =2 +a, a1 =38ésanp =V2+a,
4.334. | o, = g és anp1 = V6 + a, ar =6és an =6+ a,
4.336. | a; = 1ésap = %(a% +8) a; =3€s a1 = é(ai +38)
4.338. | 4y =56s ap = %(az +8) a; = 0€s ap1 = 1—13(a2 +12)
4.340. | o =1ésa,.1 =a, + azl—i— 1

1
4341. | a; =1ésa, = 3 (an + i), ahol a > 0 adott
a

n

1
4342, a1 = 1ésan =3 (2an + %) ahol a > 0 adott
CLTL

1
4.343. | a; = 1ésa,. = P ((k — Da, + L_l), ahol a > 0 és k pozitiv egész

@
S

Hova tarthat a (b,,)" sorozat a kivetkezo feltételek mellett?
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i by =2 lim b, =0
Jim by =3 Jim b, = —
Jim by = =3 nh_)Holobn:%
Jim by = Jim b, = -1

Szamitsuk ki a kovetkezo sorozatok hatarértékét!

1

vn!

n.

4.352.

I s

4.353.
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5. Fiiggvények lokalis és globalis tulajdonsa-
gai

Lehet-e valos fiiggvény grafikonja az alabbi két halmaz?

{(z,y) e Rx R: 2% — 2z + y* = 0}
{(sinz,z) e RxR:z € R}

Injektiv-e az f(z) = 2° — z, D(f) = R fiiggvény?

Mutassunk példat olyan valds fiiggvényre, melyre f~1 = f, és f nem olyan fiiggvény, ame-
lyik az értelmezési tartomanydnak minden eleméhez 6nmagat rendeli (nem az identitds)!

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények inverzét, ha az létezik!

f@) = (&= 37 D(f) = R f@) = (2 = 3%, D(f) = (~00,3
f() =2+ 1. D(f) = R ) = 5o 0 =\ {3

f(x) =22 D(f) = (—o0, —1]

Hatarozzuk meg az alabbi kompoziciokat!

f(@) =+ 1. D(f) = Rés glx) = 4%, D(g) =R. fog =7 go [ =7
f(z) = In(—), D(f) = (—00,0) és g(x) =2+ 1, D(g) =R. fog=7go f =2
f(0) = 2. DY) =R fof =2 (fof)of=7fo(fo ) =2
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5.13.

!

5.1

5.16.

5.17

5.18.

5

ja—y

n ¢
S >

20

5.21.

Mutassuk meg, hogy a fiiggvények kompozicidja asszociativ, azaz barmely f, g és h fiigg-
Véner(fog)oh:fo(goh)!

Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény szigordan monoton €s van inverze, akkor az inverze
is szigortian monoton.

Milyen a-ra konvex, milyen a-ra konkév (0, co)-ben az z* fiiggvény?

Mit kapunk, ha f(x) = x®-ra felirjuk a Jensen egyenlGtlenséget t = - - - +t,, = % sulyokkal?
Milyen eredményt kapunk az el6z6 feladatban az a = —1 specidlis esetben?

Bizonyitsuk be, hogy a /x fiiggvény konkav!

Bizonyitsuk be, hogy a —/x fiiggvény konvex!

Van-e olyan nem konstans fiiggvény, amely R-en konkdv és mindeniitt pozitiv?

Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény differencidlhat6 és konvex az [ intervallumon, akkor
itt a figgvénygrafikon érintdi a grafikon alatt vannak (pontosabban a grafikon semelyik pontja
sincs semelyik érintd alatt)! (Segitség: indirekt + Lagrange-kozépértéktétel.)

Irjuk fel logikai jelekkel (de a tagadas jele nélkiil) az alabbi allitasokat!

5.22

5.23.

5.24.

H

25

o
)
=

n
N

2

5.28.

Az f fliggvény hatarértéke az a pontban az L szam.

Az f fiiggvénynek nem hatdrértéke az a pontban az L szam.

Az f fiiggvénynek nincs valés hatarértéke az a pontban.

Az f figgvény hatarértéke az a pontban a végtelen.

Az f fiiggvénynek nem hatdrértéke az a pontban a végtelen.

Az f fiiggvény hatdrértéke a minusz végtelenben az L szam.

Az f fiiggvénynek nem hatarértéke a minusz végtelenben az L szam.
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Az f fiiggvény folytonos az a pontban.
Az f fiiggvény nem folytonos az a pontban.

Ha az f: R™ — R fiiggvényre létezik lim f(x) = 7, akkor n € NT esetén igazak-e
Tr—ro0
az alabbi osszefiiggések?

5.31. lim f(n) =7 5.32. lim f(nQ) =49
n—oo

n—o0

$33. | lim f(v/n)=7

n—oo

Mondjuk ki a hatarértékekre vonatkozoé atviteli elvet a kovetkezo esetekben!

534. | lim f(z)=b 5.35. | lim f(z)=—oco | 5.36. | lim f(z)=o0

T—00 r—at T——00

Mi a kovetkezo allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a masik?

P: Az f(n) sorozat 5-hoz tart.

Q: li_>m f(z)=5

1
P: Az f (—) sorozat 5-hoz tart.
n

Q: lim f(x) =5

n—o0

1
5.39. | Igaz-e, hogy ha f folytonos 0-ban, akkor lim f (—) = f(0)?
n

Bizonyitsuk be az atviteli elv segitségével, hogy a kovetkezo fiiggvényeknek nincs hatar-
értékiik a megadott helyen!

5.40. | sinz -nek co-ben sin 1 -nek 0-ban
T
m
5.42. | tgx -nek E—ben {z} -nek oo-ben

Bizonyitsuk be a Cauchy-kritérium segitségével, hogy a kovetkezo fiiggvényeknek nincs
hatarértékiik a megadott helyen!
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5.44.

g n
'
8 *®

5.49

5.50.

5.51.

1
sin z -nek oco-ben 5.45. | sin = -nek 0-ban
X

tg x -nek g-ben 5.47. | {x} -nek co-ben

Adjunk minél tobb bizonyitdst arra az éllitasra, hogy az [x] fiiggvény nem folytonos O-ban!

Bizonyitsuk be 4tviteli elv segitségével, hogy ha az f fiiggvény folytonos a-ban, a g fiiggvény
pedig folytonos f(a)-ban, akkor g o f folytonos a-ban!

Mia lim f(z) =1ésa lim f(n) =1 (n € N*") dllitdsok logikai kapcsolata?
n—oo

T—00

1
Igaz-¢, hogy tetszbleges f : R — R esetén lim f (ﬁ) = f(0)?
n—oo

Bizonyitsuk be az 4tviteli elv segitségével, hogy ha egy periodikus fiiggvény nem konstans,
akkor nincs hatarértéke a végtelenben!

Mondjuk ki, és bizonyitsuk be az alabbi hatarértékekre vonatkozo rendorszabalyt!

5.53.

lim f(z)="5 554. | lim f(x)=0b 5.55. | lim f(z) = -0

x—at T——00 r—00

Hatarozzuk meg a kivetkezo hatarértékeket!

5.56.

5.59.

5.62.

. . sinzx
lim sin 5.57. | lim cosx 5.58. | lim
T—00 T—00 T—00 I
I 1 ) 1 ] 1
m s — lim cos — 5.61. lim zsin —
z—0t X z—07+ €T z—0* T
) 1 ) :
lim zsin — 5.63. | lim xsin—
x—0~ x z—0 xX

Mondjuk ki a Cauchy-kritériumrol szol6 tételt az alabbi hatarértékekre!

lim f(x) 5.65. | lim f(z) 5.66. | lim f(z)

T—00 r—a~
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A

5.68

5.69

5.70.

5.71.

5.72.

Milyen halmaz lehet f([a, b)), ha f folytonos fiiggvény?
: T , T
Létezik-e olyan = € <O, §> , melyre rsinx = Z?
Van-e olyan f valds fiiggvény, melyre D(f) = [0, 3] és {z € [0,3] : f(x) =0} = (0,2)?

Van-e olyan [ folytonos fiiggvény, melyre D(f) = [0,3] és {z € [0,3] : f(z) = 0} =
(0,2)?

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges [a, b] intervallumon folytonos f fiiggvény esetén f([a, b))
korlétos zart intervallum vagy egyetlen pont!

Bizonyitsuk be, hogy ha az f fiiggvény differencialhat6 0-ban, és f(0) = 0, akkor
1

f(0)=limn-f (—)
n

n—oo

Mi lehet az értékkészlete egy valos fiiggvénynek, ha az értelmezési tartomanya az alabbi
halmaz?

)

5.75.

korlatos zart intervallum korlétos félig nyilt intervallum

korlétos nyilt intervallum

Mi lehet az értékkészlete egy folytonos fiiggvénynek, ha az értelmezési tartomanya az
alabbi halmaz?

5.76.

5.79.

5.80.

nem korlétos félig zart intervallum

a valds szamok halmaza
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5.81. | Egy fiiggvényt Lipschitz-fiiggvénynek hivunk, ha van olyan L konstans, amelyre

|f(z) — f(y)| < L-|z — y| teljesiil az értelmezési tartomany barmely x, y pontpdrjra. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha f Lipschitz-fiiggvény az (a, b) intervallumon, akkor 1étezik a lim+ f(x)
r—ra

hatarérték!

Irjuk fel logikai jelekkel, de a tagadas jele nélkiil az alabbi allitasokat!

m Az f fiiggvény egyenletesen folytonos.

m Az f fiiggvény nem egyenletesen folytonos.

Egyenletesen folytonosak-e a kivetkezo fiiggvények?

584. | D(f)=R, f(z) =1 3.85. | D(f) =
586. | D(f)=[2,00), f(z) = i 5.87. | D(f) =

D(f) = (0.1). f(@) = sin D(f) =
590. | D(f) =R, f(z) =z +sinx 591 | D(f) = (—107,107), f(z) =
592. | D(f) =R, f(z) = 593. | D(f)=1[0,6-10%), f(z) = 2*

594, | D(f) = R, f(z) = o° D(f) = (0,100). f(x)

5.96. | D(f)=[100,00), f(z) = VT 397. | D(f) =

sinx

598. | D(f)=(0,m), f(z) =

R, f(z) ==

5.99. | Igaz-e, hogy adott halmazon értelmezett két egyenletesen folytonos fiiggvény Osszege is

egyenletesen folytonos?

5.100. | Igaz-e, hogy adott halmazon értelmezett két egyenletesen folytonos fliggvény szorzata is

egyenletesen folytonos?
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S.101. | Igaz-e, hogy adott halmazon értelmezett két egyenletesen folytonos fiiggvény hdnyadosa is
egyenletesen folytonos, ha a nevezd sehol sem nulla?

5.102. | Tgaz-e, hogy két egyenletesen folytonos fiiggvény kompozicidja is egyenletesen folytonos?

5.103. | Van-e olyan korlatos és folytonos fiiggvény, amelyik nem egyenletesen folytonos?
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6. Végtelen sorok

6.3

Igaz-e, hogy két konvergens végtelen sor dsszege konvergens?

Igaz-e, hogy két divergens végtelen sor 6sszege divergens?

Igaz-e, hogy két nemnegativ tagi divergens végtelen sor Osszege divergens?

Igaz-e, hogy egy konvergens és egy divergens végtelen sor 0sszege divergens?

Legyen (a,,) nemnegativ tagi sorozat.

6.5

6.7

6.10.

Igaz-e, hogy ha Z a,, konvergens, akkor Z a2 konvergens?

n=1 n=1

Igaz-e, hogy ha Z a2 konvergens, akkor Z a,, konvergens?

n=1 n=1

Igaz-e, hogy ha a? és b? konvergens, akkor a,b,, abszoluat konvergens?
g gy n n g g

n=1 n=1 n=1

o (e.9]
. Sl z a 1z
Kovetkezik-e E a? konvergencijabol E — konvergencidja?
n

n=1 n=1

Legyen (a,) olyan sorozat, melyre (na, ) konvergens, és hatarértéke nem nulla. Kovetkezik-e

oo
ebbdl 5 a, konvergencidja vagy divergencidja?
n=1
o0
Legyen (a,) nemnegativ tagii monoton csokkend sorozat, melyre E a, konvergens.
n=1

lim na, =7
n—oo



6. Végtelen sorok 63 U

Legyenek (a,), (b,) olyan pozitiv tagd sorozatok, melyekre <Z—”) konvergens és hatar-

oo oo
értéke nem nulla. Kovetkezik-e Z a,, konvergencidjabol Z b, konvergencidja, és forditva,

n=1 n=1
o
kovetkezik-e Z b,, konvergencidjabol Z a,, konvergencidja?

n=1 n=1

6.12. | Tgazoljuk, hogy ha ¢ valés szdm és |q| < 1, akkor Z nq" abszolit konvergens!
n=1

6.13. | Rogzitett ¢ valds szam esetén hatdrozzuk meg a Z q" mértani sor Osszegét, ha az léte-

. n=0
zik!

Konvergensek-e a kiovetkezo végtelen sorok? Szamoljuk ki az 6sszegiiket, ha az létezik!

AP o1 25_3
( - pn—l 21n+1>

Konvergensek-e az alabbi végtelen sorok? Hatarozzuk meg az dsszegiiket, ha az 1étezik!

> 1 =1
2 ) 620 > e

> 2 = 1
;n2—5n+4 6.22. ;n(n+1)(n+2)

Konvergensek-e a kiovetkezo végtelen sorok? Szamitsuk ki az osszegiiket, ha az létezik!

> 1
Z\/_—i-\/ﬁ nz;\/n—l—i-\/nqu
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n
1

6.25. il In o

Konvergens-e a kovetkezo két végtelen sor? Amelyik konvergens, annal adjon meg olyan
részletosszeget, amelyik 10~3-n4l kisebb hibaval kozeliti a végtelen sor dsszegét!

o] _1n+1 00 _1)
) 3 ] >

Az osszehasonlité kritériumok egyikének segitségével dontsiik el, hogy konvergensek-e
az alabbi végtelen sorok!

n=1
1 > 1
> L) >

> 1 > 1
6.32. Z_; S 6.33. ;m

> sin?(ny/n) 1
6.34. ; — 6.35. ;E

= In—-1 > 1
6.36. ;:: NOCES) 6.37. ; —

PV

o] 3! GEap
n=1 n=1
= 3 =1
]y ]

Dontsiik el a hanyadoskritériumot alkalmazva, majd a gyokkritériumot hasznalva is,
hogy konvergensek-e az alabbi végtelen sorok!
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- n+ 2
—, . V0

6.54 Z(_ ) p——
n=1

Dontsiik el, hogy konvergensek-e az alabbi végtelen sorok!

= (n+2)!
6.58. Z IEESED

0 >
2] 3 e

N 10
25t

6.59.

=1 n \ "
23_"(n+1)

n=1
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(—1)”(\/71 +1-— \/n — 1) 6.67. i cos“n

4n + 2 ntl
“ n—3

= 2"(n% 4+ 1) “ n
> — 6.71. | - T

NE

3
Il
—
3
Il
—

NE
WK
BE
\_:/; 3

3
Il

I ' : : E
9 3 a
= D S %
e
TN
3[\D
3
T
e
3
| o
S
~_
s
I I
~
98]
Nk
N
—_
|
S|
~__
s

=)
=
(]
|
=
3
&.
=
[
~
9]
(]
T
=
3
—

— n — n+ 1

> on—1 ad 1\"
6.76 E_ n 6.77 E et (- &

n:l( ) 3n+1 n:l( ) ( 2%)

Mely x valés szamok esetén konvergensek a kovetkezo végtelen sorok?

678. | S an 679.] 5"
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7. Taylor-sorok

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények 0 koriili nulladik, els6, masodik, harmadik, vala-
mint n-edik Taylor-polinomjat!

o o 222 — 3z + 4
log(1 + ) 1i$
027 32+ 2 +1 cos T
1 1
14+ x 1+ 2z

- 33
N B
2.
=
8

R
e’ — (1+CL’+?+E)
Bizonyitsuk be, hogy lin% =0
T

3

Hatdrozzuk meg a 222 —3x +4 fiiggvény 1 koriili nulladik, elsd, masodik, harmadik, valamint
n-edik Taylor-polinomjat!

Hatdrozzuk meg a ctg z fiiggvény g koriili nulladik, elsd, mésodik, harmadik, valamint n-
edik Taylor-polinomjat!
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Megoldasok

o
ey

. - ’
'S N ;

[

1

1.15.

1.16.

l

1.1

1.18.

l

1.1
1.20.

1.21.

|

1.30

1.31

1.32

1. A logika alapjai
Szombaton.
Kedden, csiitortokon, pénteken, szombaton vagy vasdrnap.

Tétel volt, hogy ha egy fiiggvény differencialhat6, akkor folytonos, tovdbb4 minden folytonos
figgvénynek van primitiv fliggvénye. Tehdat nincs a feladat feltételeinek megfeleld fiiggvény.

Az |x| fiiggvény folytonos, ezért van primitiv fiiggvénye, de |z| a 0-ban nem differencidlhatd.
Nem, mert egy mdsik oroszlan lehet més szin.
Mutat mas (nem fekete) szind oroszlant.

Gerzson: Mutat olyan 2-re végz6d6 négyzetszamot, amely nem oszthaté 3-mal.

Frigyesnek van igaza, mert nem létezik 2-re végz6ds négyzetszam, igy nincs ellenpélda Fri-
gyes allitaséra.

Legyenek n, n+1, n+2 egymast kovetd egész szamok. Ekkor n+(n+1)+(n+2) = 3(n+1)
oszthaté 3-mal minden n egész szamra.

Mutat egy masodfoku egyenletet, melynek negativ gyokei vannak. Ilyen egyenlet példdul
t®+3x+2=0.

Megoldja a masodfoku egyenletet, és kideriil, hogy az egyiitthatok minden lehetséges érté-
kére legfeljebb két gyok van.

b | 2520 és ¢ | 2520
c| 2520
bt 2520

b 12520 és c 2520
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1.35.

1.36.

1.37

1.38.

1.39

1.41.

1.43.

oy
|

(a) és (b) nem kovetkezik, (c¢) kovetkezik.

Az 1-et mindenképpen belevalasztjuk a részhalmazba, a tobbi 99 szdm mindegyikénél kétféle
lehet6ségiink van. Ezért a megoldasok szdma 2%,

Az 1 és a 2 szdm eleme a részhalmaznak, a tobbi 98 szdm mindegyikénél kétféle lehet6ség
all rendelkezésiinkre, ezért a kérdéses részhalmazok szama 2°8.

Harom egymadst paronként kizard lehet&ség van: 1 és 2 is benne van a keresett részhalmazban,
1 benne van és 2 nincs benne a keresett részhalmazban, 1 nincs benne €és 2 benne van a
keresett részhalmazban. Mindhdrom esetben a részhalmazok szdma 2%, igy az eredmény
3. 2%,

Miés megoldas:

H 6sszes részhalmazanak szama 2'%°, a vizsgalt tulajdonsdggal nem rendelkezd részhalma-
zok szama 2%, ezért a kérdéses részhalmazok szdma 2100 — 298 = 3. 298,

3. 2%,

Osszesen 100 részhalmaz van. Ezekbdl a feladatnak csak azok nem felelnek meg, amelyek-
ben az 1 nincs benne, és a 2 benne van. A maradék 98 szdm mindegyikénél kétféle lehetdsé-
giink van. Tehat a ,,rossz” részhalmazok szdma 2%, vagyis a feladatnak 2100 — 298 = 3. 2%
részhalmaz felel meg.

Osszesen 100 részhalmaz van. Ezekbdl a feladatnak csak azok nem felelnek meg, amelyek-
ben az 1 benne van a részhalmazban, és a 2 nincs benne. A maradék 98 szdm mindegyiké-
nél kétféle lehetSségiink van. Tehdt a ,,;rossz” részhalmazok szdma 2°%, vagyis a feladatnak
2100 _ 998 — 3. 29 részhalmaz felel meg.

Kovetkezik, indirekt médon latjuk be. Tegyiik fel, hogy y — 2 benne van H-ban, akkor azzal
egyiitt, hogy y — 1 benne van H-ban, a feladat feltétele szerint y is benne van H-ban, ami
ellentmondas.

A P 4llitas pontosan akkor hamis, ha van olyan bolhds macska, amelyik nem vakarézik. Ez

éppen a Q allitds tagaddsa, tehat a Q 4llitds is pontosan ekkor hamis. Tehat a két allitas
ekvivalens, ezért mindkettGbdl kovetkezik a masik.

(a) és (b) nem kovetkezik, (c¢) kovetkezik.

Hamis, mert ellenpélda A = {0}, B = {0, 1}, C = {{0,1},{0,1,2}}.
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Igaz. Ha ugyanis x € A, akkor A C B miatt x € B, majd B C C szerint z € C teljesiil.

Hamis, mert ellenpélda A = 0, B = {0}, C' = {{0},{0,1}}.

1.65.

1.66.

1.71.

1.72.

(-A = B) = (A V B) tagaddsa: A A\ —B.

(A]B[-A= B]

- A = B igazsagtablazata:

SHISHENES
S| | S e
o S| S

| A[B]-AN-B]

T | h
—-A N - B igazsagtablazata: | i | h h
h{1 h
h|h 7

(-B = —A) = (BV —A) tagaddsa: B A A.

(A[B] -B= 4]

7 1 7
- B = —A igazsagtablazata: | ; | h h
hi i
h|h i
|A|B||-BAA]
1|1 h
- B A Aigazsagtablazata: | i | h 1
hi h
h|h h

Van olyan z, amelyik eleme [ -nak.

(Jelentése: A H halmaz nem az iires halmaz.)

Van olyan z, amelyhez van olyan y, amelyekre teljesiil, hogy x eleme H-nak és y eleme

H-nak, és x # y.
(Jelentése: A H halmaz legalabb kételemd.)
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|

1.74.

1.75.

1.76.

1.77

1.78.

1.79

1.80.

1.81.

1.82

1.83.

1.87.

1.88.

A H halmaz minden z és y eleme és minden z valds szdm esetén az x < z < y egyenlbtlen-
ségbdl kovetkezik, hogy z is eleme H-nak.

(Jelentése: H intervallum.)

A p egész szdm primszam:

(Va € Z)(VYb € Z)(plab = pla V p|b).

A primszamok halmaza:

{p€Z:(Vae€Z)VbeZ)(plab= plaV p|b)}.

Nem kék az ég, vagy nem zold a f.

Van olyan korén keld, aki nem lel aranyat.

Van olyan tengerész, aki még nem jart kocsméban.

Minden kocsméban jart mér tengerész.

Van olyan tengerész, aki az altala ismert minden kik6té minden kocsmajaban jart.
A nagynénikémnek kerekei vannak €s nem & a miskolci gyors.

Van olyan egér, amelyik nem szereti a sajtot.

Van olyan (ember), aki mdsnak vermet ds, és nem esik bele.

Van olyan ember, akinek az életében minden pillanat olyan, amikor csak olyat akar tenni,
amit szabad.

Nem igaz, ha a csoport legalabb két hallgatébol all. Az 4llitds megforditdsa: Ha volt olyan
cukorka, amit minden hallgat6é szopogatott, akkor volt olyan hallgaté, aki minden cukorkat
szopogatott. Ez sem igaz.

P: Van olyan lany, aki tancolt fidval.
(2: Van olyan fiu, aki tancolt lannyal.
P <= Q.
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|

1.90.

[

N=3
w

9

[t

1.9

1

1.94.

1.95.

1.96

1.97.

1.98

1.99.

P: Minden lany tancolt fidval.
(2: Van olyan fiu, aki minden lannyal tancolt.

Q = P. A forditott allitds nem igaz, ha legaldbb két fiu vett részt a tincmulatsdgon, ezért
P és () nem ekvivalens.

P: Minden lany minden fidval tancolt.
@: Minden fit minden lannyal tancolt.
P <<= Q.

4 péaros és 12 oszthat6 6-tal.

Az allitas igaz.

Minden paros szdm oszthat6 6-tal.

Az allitas hamis.

Létezik olyan szdm, amelyik pdros és nem oszthat6 6-tal.

Az allitas igaz.

Minden 6-tal oszthat6é szdm péros.
Az allitas igaz.

Az f fiiggvény hatarértéke az xy pontban L, azaz lim f(z) = L.

Tr—xQ

Tagadésa: (3 > 0) (V9 > 0) (3z € R) (0 < |z — x| < I A |f(x) — L| > ¢).

Az f fiiggvény folytonos az x( pontban, azaz lim f(z) = f(zo).
T—rT0

Tagaddsa: (3 > 0) (V6 > 0) (3x € R) (0 < |z — x| < IA|f(z) — f(x0)| > ).

Az f fiiggvény folytonos az xy pontban, azaz lim f(x) = f(xg).

T—T0

Tagadésa: (3= > 0) (Vd > 0) (Jz € R) (|Jz — zo| < O A |f(x) — f(z0)| > €).

Az f fiiggvény hatdrértéke a végtelenben L, azaz lim f(x) = L.

T—00

Tagadédsa: (3 > 0) (VM € R) (Fx € R) (x > M A |f(z) — L| > €).

Az f fiiggvény hatdrértéke az z, pontban végtelen, azaz lim f(z) = oc.
T—T0

Tagadasa: (3B > 0) (V6 > 0) (Jz € R) (0 < |z — x9| < 0 A f(z) < B).
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1.100. | Az f fiiggvény jobb oldali hatdrértéke az o pontban —oo, azaz lim f(z) = —oc.

+
I—>x0

Tagadésa: (3B < 0) (V6 > 0) (Jz € R) (xg < x < x9+ 0 A f(x) > B).

1.101. | (a) A megolddsok halmaza {y € R:y < -5V y > 5}.

b) {Y eR:Y >5).

Nem azonos a két megoldashalmaz. (a)-nak megoldésa, (b)-nek nem megolddsa y = —7.
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2. Halmazok, valés szamok

Teaz az dllitds.

r€(A\B) <= (r€ AN ¢B) +— (r€AAN(xr€B) «— z€(ANB)

Nem igaz, legyen példdul A = B = {1}. Ekkor (AU B)\ A =0 # B.

Az el6z6 feladat és a halmazmiiveletek disztributiv tulajdonsidga miatt
(AUB)\A=(AUB)NA=(AnA)U(BNA) =0U(BNA)=DB\A.

Ezért (AUB)\ A=B\ AC B.
Ha viszont AN B # (), példdul A = [0,2], B = [1, 3], akkor B\ A 7 B.
Megjegyzés: Mivel

r€(AUB)\A < 1€ AUBézr¢ A < r€Bésr¢ A< z€B\A

alapjan (AU B)\ A= B\ A, ezért (AU B) \ A C B.

Mivel A\ B C A, ezért (A\ B)UA = A. Ebbil kévetkezik (A\ B)UA C AU B. A forditott
tartalmazds nem igaz, példaul A = (), B = {1} esetén (A\ B)UA =0, AU B = {1}.

2.10. | Nem igaz. Legyen példdul A = {(0,0)}, azaz az origd, B az y = x egyenes, C pedig a sik
0sszes egyenese.

[(ANB)\CIU[(BNC)\AJU[(CNA)\ B] =
=[(ANB)UBNC)U(CNAJ\(ANBNCO).

[ANBUCOJU[B\ (AUO)U[C\ (AU B)] =
= (AUBUC)\[(ANB)U(BNC)U(C N A)].
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2.23.
AUB={1,2,3,4,5}, AnNB={1}, A\ B={3,5},

Ax B={(1,1),(1,2),(1,4),(3,1),(3,2),(3,4), (5,1), (5.2), (5,4)},
P(A) = {0, {1}, {3}, {5}, {1,3},{1,5},{3,5}, {1, 3,5} }.

Mindkét irdnyu tartalmazasi kapcsolat fenndll a két halmaz kozott, mert egyenldk. Ugyanis
mindkét halmaz rendezett parokbdl 4ll és

(,y) e (AUB)xC <= z€ AUBéyecC
< (r€Avagyzr € B)ésy e
< (re€Aésye(C)vagy (x € Bésy e ()
<~ (z,y) € Ax Cvagy (z,y) € BxC
— (r,y) € (AxC)U (B xC).

Ax B=1{(1,0),(3,0)}, B x A={(0,1),(0,3)}.

2.26. | P(A) ={0. {1}, {{1}} {1, {1}}}.

{0} nem eleme A-nak, mert A elemei 1, {1,2} és {1,2,3}.

{0} nem is részhalmaza A-nak, hiszen () nem eleme A-nak.

{1,2} eleme A-nak, de nem részhalmaza.
{{1,2}} nem eleme A-nak, de részhalmaza.
{1,{1,2,3}} nem eleme A-nak, de részhalmaza.

2.37. | Legyen tehit a < b két valés szam. Tudjuk, hogy v/2 irraciondlis, valamint azt is, hogy

a+ /2 és b+ /2 kozott van racionalis szam, legyen ez r. Ekkor a < r — V2 <bésr—2
irraciondlis, mivel egy raciondlis és egy irraciondlis szdm Osszege €s kiilonbsége irracionalis.

Az arkhimédészi axioma: Minden x valds szdmhoz van olyan n pozitiv egész, melyre n > .
A tagaddsa: Van olyan x valds szam, melyre minden n pozitiv egész esetén n < x.

A Cantor axioma: Egymadsba skatulyazott korlatos zart intervallumok sorozatdnak van k6zos
eleme.

A tagadasa: Egymasba skatulyazott korlatos zart intervallumoknak van olyan sorozata, mely-
nek nincs kozos eleme.
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Nem teljesiil, legyen példdul I,, = [1 — 1/n, 1).

2.42.

2.43.

2.44.

Tudjuk, hogy minden z valds szdmra |x| = max{xz, —x}. Adjuk 6ssze az a < |a| és b < |b|

egyenldtlenségeket, akkor
a+b<lal+ b

Hasonl6an a —a < |a| és a —b < |b| egyenlGtlenségeket Osszeadva
—(a+0) < laf +[b].
E két egyenlStlenségbdl kovetkezik

la + b = max{a + b, —(a+ )} < |a|] + |b].

Miés megoldas:
la+b] < la| + 0] <= (a+b)* < (Ja| + [b])*

<= a® +2ab+ b* < a® + 2a||b| + b* <= 2ab < 2|a||b).

Alkalmazzuk a haromszog-egyenldtlenséget az a — b és a b szamra!
la] = |(a = b) + b < [a—b] +[b],

melybdl kovetkezik
lal = [b] <fa —b].

Most az a — b és b szamok helyett b — a, a-ra irjuk fel a hdromszog-egyenlStlenséget, majd

atrendezziik:
—(la| = 1b]) = [b] = |a] < |b—a| = [a - b].

Ezek eredménye

|lal = [b]| = max{|a| — [o], = (|la| = [6])} < |a —].

Mis megoldas:
llal = 1b]| < la—b] <= (la| = [0])* < (a - 1)?

< a® —2|a||b] +b* < a® — 2ab+b* <= —2|a||b] < —2ab.

Teljes indukcidval bizonyitjuk. Az egyenlStlenség egyenldséggel teljesiil n = 1 esetén, n =

2 esetén pedig a haromszog-egyenldtlenség.

Az indukcids 1€pés: Tegyiik fel, hogy minden a4, . . ., a,, valds szdmra

a1 + ...+ an| < o]+ ...+ ey
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Mutassuk meg, hogy minden aq, . . ., a,, a,+1 valés szdmra
|a1 + ...+ Canrl‘ S |a1] + ...+ ’an+1’.

Eldszor két szamra alkalmazzuk a hdromszog-egyenlStlenséget, majd az indukcids feltevést
az aiy,. .., a, szamokra:

’(al +...+an) +an+1| < |CL1 +-..+an‘ + |Gn+1| < ’Ch’ + ...+ |an| + |an+1|'

A halmaz alulrdl korlatos, hiszen minden negativ szam és 0 is als korldtja. Semelyik pozitiv
szam nem alsé korlat, mert az arkhimédészi axiomaval ekvivalens az, hogy minden p pozitiv

1
szdmhoz van olyan n pozitiv egész szam, melyre — < p. Ezért a halmaz legnagyobb als6
n
1
korlatja, vagyis infimuma 0. Semelyik n pozitiv egész szdmra — nem a legkisebb eleme a
n

halmaznak, mert

! annal kisebb eleme a halmaznak.
n+1

—_

7z

Minden n pozitiv egész szdm esetén — < — = 1, ezért a halmaz feliilrdl korlatos, és a

—_

n
legnagyobb eleme 1. Ez a halmaz szuprémuma is.

A halmaz alulrél korldtos, mert minden negativ szadm és 0 is als6 korlatja. Ha valamely p > 0
is also korlat volna, akkor
1 1 2
O<p<—+—5 < -, n € NT
n o n n
ellentmondasra vezetne, ugyanis ekkor
2

2
pS— &= n< -
n p

. . .2 . .
ellentmondana az arkhimédészi axiomdnak, amely szerint a — szdmnadl is van nagyobb pozitiv

egész szam. Tehat a legnagyobb also korldt (infimum) 0. A halmaznak nincs legkisebb eleme,

mert minden - + 3 elemnél kisebb ] + CE 1)2.

Minden n pozitiv egészre

1 N 1 < 1 N 1 <9
n n2 -1 1277
ezért a halmaz feliilrdl korlatos, a legnagyobb eleme 2. A halmaz szuprémuma is 2.

A halmaz nyilvan korlatos, hiszen 0 alsé korlatja és 1 fels6 korlatja. Semelyik z > 0 nem
als6 korlatja a halmaznak, mert a (0, min{z, 1}) intervallumban van raciondlis szdm, ami
x-nél kisebb eleme a halmaznak. Ezért az infimum 0, legkisebb elem nincs.

Hasonldan, semelyik y < 1 nem felss korldtja a halmaznak, mert a (max{y, 0}, 1) interval-
lumban van raciondlis szam, ami y-ndl nagyobb eleme a halmaznak. Igy a szuprémum 1,
legnagyobb elem nincs.
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A halmaz korlétos, hiszen 0 alsé korlétja és 1 fels6 korldtja. Egyik x > 0 sem alsé korlatja a

halmaznak, mert van irraciondlis szdm a (0, min{x, 1}) intervallumban, amely x-nél kisebb
eleme a halmaznak. Igy az infimum 0, legkisebb elem nincs.

Semelyik y < 1 nem felsd korlatja a halmaznak, mert a (max{y, 0}, 1) intervallumban van
irracionélis szam, mely y-ndl nagyobb eleme a halmaznak. Ezért a szuprémum 1, legnagyobb
elem nincs.

| =

. ) L 1
Minden n és k pozitiv egészre 0 < —,
n

11
Tehat a halmaz korlatos, és a legnagyobb eleme 2 = I—FI, ami egyben a halmaz szuprémuma

is.
A halmaznak alsé korldtja 0 és minden negativ szdm, de pozitiv alsé korldtja nincs. Az

1
utobbit indirekt modon latjuk be. Tegyiik fel, hogy p > 0 alsé korlét, akkor p < — + A
n

teljesiil n = k esetén is, azaz

p<

S

— n<

N

Ez ellentmond az arkhimédészi axiomdanak, miszerint —-nél is van nagyobb pozitiv egész.

p
Tehat a halmaz legnagyobb alsé korlétja, vagyis infimuma 0. Legkisebb eleme nincs.

Mivel v/n > +/1 = 1 minden n pozitiv egészre, ezért a halmaz alulrél korlatos és a legkisebb
eleme 1. Ez a halmaz infimuma is.

A halmaz feliilrél nem korldtos. Ugyanis minden K szdmra
K <|K| < [|K|]+1,

ezért n = ([|K|] + 1) olyan pozitiv egész szdm, melyre K < /n. A halmaz szuprémuma
végtelen.

Mais megoldas arra, hogy a halmaz feliilr6] nem korlatos:
Indirekt médon tegyiik fel, hogy feliilr6l korlatos és K felsd korlatja, akkor
K>vn = K?>n

ellentmond az arkhimédészi axiémanak, hiszen az axiéma szerint K2-nél is van nagyobb
pozitiv egész.
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V1< V2 < /3 > /4, valamint n > 4 esetén

2.53.

1 n
Yn> "Vn+l = "> h+1)" = n> <1+—> :
n

1 n
ahol az utolsé egyenlStlenség (1 + —) < 4, n € NT alapjan teljesiil. Ezért a halmaz
n

legnagyobb eleme és egyben szuprémuma v/3. Legkisebb eleme és egyben infimuma 1. A
halmaz 1 < /n < /3, n € N* szerint korlatos.

A halmaz alulrél nem korldtos. mert barmely K valds szdmhoz 1étezik anndl kisebb negativ
raciondlis szdm. K > 0 esetén példdul ilyen a —1, K < 0 esetén pedig [K] — 1. Ezért a
halmaznak nincs legkisebb eleme, az infimuma pedig —oo.

A halmaz feliilrél korldtos, mert O és minden pozitiv szdm fels6 korlatja. Semelyik L nega-
tiv szdm nem felsG korldt, mert az (L, 0) intervallumban is van raciondlis szdm, ami L-nél
nagyobb eleme a halmaznak. Tehat a halmaz legkisebb fels6 korlatja, vagyis szuprémuma 0,
legnagyobb eleme nincs.

A H halmaznak nincs minimuma (minimalis eleme).
H-nak nincs maximuma.

2.63.

2.65.

Egyik sem igaz, H,-nek van minimuma, 0 és maximuma, 2.

Egyik sem igaz, Hg-nak van minimuma, —1 és maximuma, 1.

Nincs ilyen A, mivel minden nem iires A halmazra inf A < sup A.

A H halmaznak legaldbb két eleme van.

2.92.

(a) = (b), mert a legkisebb elem als6 korlat lenne.
(b) =~ (a), mert példaul H = (0, 1) alulrdl korldtos, de nincs legkisebb eleme.

(b) <= (c), mert az, hogy H-nak nincs legkisebb eleme, azt jelenti, hogy H minden ele-
ménél van kisebb H-beli elem, vagyis (Vx € H) (Jy € H) y < =.

(a) = (c), mivel (a) = (b) és (b) <= (¢).
(c) =~ (a), mivel (b) <= (c) és (b) =~ (a).
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E Minden a € A esetén a € B kovetkeztében a < sup B, vagyis sup B fels6 korlatja A-nak.
Mivel sup A a legkisebb fels6 korlatja A-nak, ezért sup A < sup B.

Forditott egyenlGtlenség nem éll fenn minden A és B esetén, példdul az A = {1}, B = {1, 2}
halmazokra A C Béssup A =1,sup B = 2.

2.94 Minden a € Aeseténa € B, ezért a > inf B, ami azt jelenti, hogy inf B alsé korlatja A-nak.
Mivel inf A a legnagyobb alsé korlatja A-nak, igy inf B < inf A.

Forditott egyenlGtlenség nem teljesiil minden A és B halmazra, példdul A = {2}, B = {1, 2}
esetétn A C Bésinf A =2, inf B=1.

2.112.
A\ (BUC)

2.113.
(ANB)UANC)U(BNC)\(ANBNCOC)

2.116. | (a) A H halmaznak nincs minimuma (minimadlis eleme).

(b) H-nak nincs maximuma.
(¢) H-nak van maximuma.

(d) A H halmaznak van minimuma.

2.136. | R™* alulrél korldtos, mert minden x € R* esetén z > 0, igy 0 alsé korlat. Barmely y negativ
szam is alsé korlat, hiszen minden € R esetén > 0 > y. Semelyik p > 0 szdm nem
alsé korldt, mert van anndl kisebb elem R*-ban, példaul ‘g Ezért a legnagyobb als6 korlét 0,
vagyis inf Rt = 0.
R+ feliilr6l nem korlatos, mert barmely K valGs szdmhoz taldlhaté nédla nagyobb R*-beli
elem, K < 0 esetén példdul az 1, K > 0 esetén példdaul K + K = 2K. Tehit supR* = oo.
Az RT halmaz semelyik x eleme nem lehet a legkisebb elem, hiszen van annal kisebb hal-
mazbeli elem, példaul . Hasonl6an semelyik y eleme nem lehet a legnagyobb elem, mert
van anndl nagyobb halmazbeli elem, példdul 2y.

2.138. | Minden = € (3,2019] elemre 3 < x < 2019, tehét a halmaz korldtos és legnagyobb eleme

2019. Ezért sup(3,2019] = 2019. Ennek az intervallumnak nincs legkisebb eleme, hiszen

3
minden z € (3,2019] esetén Tt

olyan eleme az intervallumnak, mely z-nél kisebb. Mivel

3 és az anndl kisebb szdmok alsé korldtai az intervallumnak, viszont semelyik 3-ndl nagyobb
szam nem also korlat, ezért inf(3,2019] = 3.
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Ha az n gyokkitevét noveljilk, /2 csokken, ezért a halmaz legnagyobb eleme v/2 = 2. Tehit
a halmaz feliilr6l korl4tos, €és a szuprémuma is 2.

Minden n pozitiv egészre 1 < /2, igy 1 és minden 1-nél kisebb szdm als6 korlatja a hal-
maznak. Ezért a halmaz alulrdl korlédtos. Indirekt médon latunk be, hogy 1-nél nagyobb alsé
korlat nincs. Tegyiik fel, hogy K > 1 alsé korlat. {/2-t a szdmtani és a mértani kozép kozti
egyenlStlenséggel becsiiljiik feliilrdl tetszdleges n pozitiv egészre, igy

1
I<K<V2=2-1-... 1<1+- =
n

>n.
K—1-"

Az ut6bbi egyenlotlenség ellentmond az arkhimédészi axioménak, amely szerint

-nél
1
is van nagyobb pozitiv egész. Tehat a halmaz legnagyobb alsé korldtja, vagyis infimuma 1.
Legkisebb eleme nincs.

vn+1l+yn 1
V1= vn = (Va+1-vh) -
vn+l+yn  vVn+1l+n
szerint v/n + 1 — /n csokken, amint n novekszik, ezért a halmaz legnagyobb eleme /2 — 1,
ez a szuprémuma is. Igy a halmaz feliilr3] korlatos.

0 < +v/n+1—+/n,n € N* miatt 0 als6 korldtja a halmaznak, és minden negativ szdm is alsé
korlat. Ezért a halmaz alulrél korldtos. Indirekt médon megmutatjuk, hogy mas alsé korlat
nincs. Tegyiik fel, hogy p > 0 als6 korlat, akkor minden n pozitiv egészre

1 1
O<p<Vn+l—yn=—s——-< —.
b v Vn+1l+yn n
Ebbsl
< L < < L
— /”L —
P=n p?’

. o .1 : .
és ez ellentmond az arkhimédészi axiéménak, mely szerint —-nél is van nagyobb pozitiv

egész szdm. Tehdt a halmaz legnagyobb als6 korldtja, vagyis infimuma 0. A halmaz minden
eleme pozitiv, igy nincs legkisebb eleme.

A szamtani €s a mértani kozép kozti egyenlStlenség szerint

1
"t 1 1 .
>4/n-—=1<<= n+—>2, neN".
2 n n

Ezért a halmaz alulrdl korlatos és a legkisebb eleme 2, hiszen 2 = 1 +

. Ez a halmaz

— | =

infimuma is.
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A halmaz feliilr6]l nem korldtos, mert barmely K szdmra

1
KS\K|<[|K|]+1<[|K|]+1+W

és [|K|] + 1 € NT, tehét van K'-ndl nagyobb eleme a halmaznak.

Mais megoldas arra, hogy a halmaz feliilr6] nem korlatos:

Indirekt médon tegyiik fel, hogy K felsé korlat, akkor
1 +
K>n+—-—>n,neN".
n

Viszont az arkhimédészi axidma szerint K -ndl is van nagyobb pozitiv egész, igy ellentmon-
dasra jutottunk. A halmaznak nincs legnagyobb eleme, szuprémuma pedig végtelen.
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3.1

3.2

3.3

34

3.7

3.8

= S
g :

3. Bizonyitasi modszerek, becslések

Igaz, direkt médon bizonyitunk. Legyenek r; = P1 g ry = P2 aciondlis szamok, ahol

a1 q2
+ L
D1, P2, 1, G2 egész szamok és ¢; # 0, g2 # 0. Ekkor Gl + Pr_ Pi®2 T P2 inién
¢ 42 q192

racionalis szam, mivel p1qa + p2q1 €S q1g2 egész szamok, valamint ¢; gy # 0.

Indirekt médon bizonyitunk. Legyen r egy raciondlis, ¢ pedig egy irraciondlis szdm, és te-

i

gyiik fel, hogy s = r -+ raciondlis. De akkor az el6z8 feladat szerint i = s+ (—r) raciondlis,
ami ellentmondaés.

Nem igaz, példaul V2 + (—\/5) = 0, ami racionalis.

Nem igaz, példaul V2 4+ V2 = 2¢/2 = /8, ami irracionélis. Ez utébbit indirekt médon
bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy v/8 = E, ahol p és g relativ prim egész szamok.
q

\/gzg = 8¢ =p° = 2|p* = 2|p,

mert a 2 primszam. Legyen p = 2pq, ahol p; egész, akkor

8¢° =4dpi = 2¢° =pi = 2|p;i = 2|p.
Legyen p; = 2p,, ahol p, egész, akkor hasonléan

20" =4py = ¢ =2 = 2|¢ = 2|q
Ez ellentmond annak, hogy p és ¢ relativ primek, tehat /8 irraciondlis.

z

Igaz. Direkt médon bizonyitunk. Legyenek r; = Prgs ry = P2 acionlis szamok, ahol
41 a2
D1, P2, q1, G2 €gész szamok és ¢ # 0, qo # 0. Ekkor bi P2 _ Pip2 szintén raciondlis szam,

. . q. g2 q192
mivel pyps €s q1go egész szamok, valamint ¢; ¢y # 0.

Nem igaz, példaul 0 - v/2 = 0 racionlis szdm.

Igaz, indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az r = b # (0 racionalis szam €s az

q1
x irraciondlis szdm szorzata az ro = — raciondlis szdm, akkor az rix = ro 0sszefiiggésbol
q2
. . ) P2q1 T . .
kovetkezik, hogy x = — = —— racionélis, ami ellentmond4s.

(&1 P1q2
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Nem igaz, példdul v/2 - /2 = 2 raciondlis.

Nem igaz, példaul /2 - v/3 = /6 irraciondlis. Indirekt médon igazoljuk, hogy v/6 irracio-

nélis. Tegyiik fel, hogy v/6 = B, ahol p és g relativ prim egész szamok.
q

\/ézg = 6¢°> =p? :>2|p2 — 2| p,

hiszen a 2 primszam. Legyen p = 2p;, ahol p; egész, akkor
6g° = 4p] = 3¢" =2p = 2]3¢" = 2|¢" = 2]q,

mivel a 2 és a 3 is primszam. 2 | p és 2 | ¢ ellentmond annak, hogy p és q relativ primek, igy
/6 irraciondlis.

3.14. | Legyen példdul a = —3 és n = 5. Ekkor

(1+a>n:(—2)5:—32<1—|—n'a:1_5.3:_14.

Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyenldtlenséget:

A szadmtani €s a mértani kozép kozotti egyenlStlenséget hasznaljuk fel:

242 241 1
o+ _WHDHL

2 2

Egyenl8ség nem teljesiilhet, mert ha a > 0, akkor a® + 1 # 1.

Osszuk el a bal oldalt 2-vel, majd alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozotti egyen-
16tlenséget két-két tagra:
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Atalakitds utdn két-két szdmra alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenlétlen-

3.20.

3.23.

3.24.

séget:

ab  bec ca 1 ab  ca ab be bc ca
—t—=t—=z =+ )+ [=+= )+ [=+=])]| =
c a b 2 c b c a a b

Haszndljuk fel a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenl6tlenség harom tagra vonatkozo
alakjat:

Irjuk fel a szamtani és a mértani kozép kozti egyenlStlenséget két-két tagra:

Vab < a;b, @g_”;? Jea < C;a.

Ezekbdl kovetkezik

(a+b)(bﬂgc)(c+a) _ a;b.b;(f.c;a > Vabvbey/ea = abe.

El6szor atalakitjuk a bal oldalt, majd két-két szamra alkalmazzuk a szdmtani és a mértani
kozép kozti egyenlStlenséget:

bibeteam (D) (be b (ea be)
awmeeTa=1g9 Ty 2 772 2 T2 ) T

zabgc+bcga+ca;bZa\/E%—b\/a%—C\/@.

Alkalmazzuk a szdmtani €s a mértani kozép kozti egyenlStlenséget két-két tagra:

(a+1)(b+1)(a+c)b+c) a+1 b+1 a+tec b+c>
16 2 2 2 2 =

> Va-1Vb-1+v/acVbe = abe.

Legyen
r=a+b—c, y=b+c—a, z=c+a—b.
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Y )
R = 5

1\
o

9
W
=

3.31.

Ekkorz +y =2b > 0,y + 2 = 2¢ > 0, 2 + x = 2a > 0, a bizonyitand6 egyenlStlenség
pedig
r+z r+y y+=z
2 2 2
Ha z,y, 2 > 0, akkor a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenldtlenséget haromszor alkal-
mazzuk, igy

> TYz.

x+z.w+y_y+z> A JTITE = Yz,

2 2 2~
ami éppen a kérdéses egyenlbtlenség.

Ha z, y, 2 koziil pontosan egy negativ, akkor a bizonyitandé egyenl6tlenség bal oldala pozitiv,
mig a jobb oldala nem, ezért teljesiil az egyenlStlenség.

Végiil x, y, z koziil legalabb ketté nem lehet negativ, mert x +y = 2b > 0, y + 2 = 2¢ > 0,
z+x=2a>0.

1
Lehet, legyen példaul a; = —, ¢ =1,...,n. Ekkor n > 100 esetén
n

1
a+...tai=n-—=—
n

Nem lehet, mivel
ai+...+a:<(a+...+a,) =1

Lehet, példdul a; = 11, a; = —10 esetén a; + ay = 1 és a? + a3 = 221.

0<a<leseténa < y/a < 1,igy haa = 0,999...9 a tizedesvessz8 utdn 2019 db 9-es
tizedesjeggyel, akkor 1/a elsd 2019 tizedesjegye is 9-es.

Az dsszeg minden tagja legaldbb 1, ezért n > 1000 esetén teljesiil az egyenlStlenség, igy
N = 1001 megfeleld.

Mindegyik tagot a legkisebbel alulrdl becsiilve

1 1
...

1
+—=2n—
val vn v
ezért N = 1000% + 1 megfeleld.
Ekvivalens 4atalakitdssal rendezziik at az egyenl6tlenséget igy, hogy mindkét oldaldn minden

tag pozitiv legyen:
0,001n° 4+ 300n3 > 5000n* + 201612 + 15.
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3.32.

3.33.

3.34.

A bal oldalt becsiiljiik alulrél, a jobb oldalt pedig feliilrdl trividlis médon:
0,001n° + 300n* > 0,001n°, (5000 + 2016 + 15)n* > 5000n" + 2016n° + 15.
Amikor
0,001n° > (5000 + 2016 + 15)n*

0,001n > 7031
n > 7031000,

akkor az eredeti egyenl6tlenség bal oldala nagyobb a jobb oldalanal. Igy N = 7031001
megfeleld szam.

Rendezziik at az egyenletet tigy, hogy mindkét oldalon pozitiv tagok 4lljanak:

L 6 4 5 3 2
100n + 200n" 4+ 51n > 2999n° + 1000n° 4+ 111n°.

o

A bal oldalt becsiiljiik alulrél a legnagyobb kitevdji taggal:

L6 4 L
— 200 oln > —
1 OOn + n-+oln 10 On ,
a jobb oldalt pedig a becsiiljiik feliilr6l a kovetkez6képpen:

20997° + 1000n> + 111n2 < 2999n° + 1000n° + 111n° = 4110n°.

1 ,
Ha mnﬁ > 4110n°, azaz n > 411000, akkor a feladatbeli egyenlGtlenség teljesiil. Igy
N = 411001 megfeleld.

N = 1001 alkalmas szam, mivel

V2 < 1,001 <= 2 < 1,001",
majd a Bernoulli-egyenl&tlenség szerint
1,001" = (1 +0,001)" > 1+ n- 0,001,
végiil az alsé becslés 2-nél nagyobb, ha n > 1000.
N = 9901 megfeleld, mivel a Bernoulli-egyenl6tlenség kovetkeztében
1,01" = (1+0,01)" > 1+n-0,01,

és a jobb oldal 100-nél nagyobb, ha n. > 9900.
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3.35.
1 10\"
09" < —— — 1000
<000 < ( 9 ) -
és a Bernoulli-egyenl6tlenség alapjan
10\" 1\" 1
— ) =l14+=) >1 - — > 1000
(5) =(e5) zromg -
han > 8991. Ezért N = 8992 alkalmas szam.
3.36.

VIFT = Vi = (VT - i) Y

< 0,0001,

1 1

= <
Vn+1++yn  2yn
ha n > 25000000, ezért N = 25000001 megfeleld.

3.37. | A szamtani és a mértani kozép kozti egyenlStlenséget kétszer alkalmazzuk:

/1000 + /2019 = V1711000 + V1712019 <
o (n=1)-141000 (n—1)-1+2019 _, 3017

n n n

3017
Ha 2 + —— < 3, vagyis n > 3017, akkor teljesiil a feladatbeli egyenl6tlenség. Tehét

N = 3018Talllkalmas szam.

Mis megoldas:

Mutassuk meg, hogy elég nagy n szdmra

3 3
\n/ 1000 < 5 és 5 <3 - Vn 2019.

A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint

1\" n
1+-] >1+—=>2019
(+2) > 142> 200,

3
ha n > 4036. Ekkor v/1000 < /2019 < 5 melybdl kovetkezik

3
V1000 < 3 < 3 — V2019,

ha n > 4036. Tehiat N = 4037 megfeleld.
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3.39.

3.42.

1 \" 1
0,9999™ < 0,0001 +—= (—) > 10,

0,9999 0,0001
Mivel
L 09999400001 _ 00001 o
0,9999 0,9999 0,9999 ’
ezért

0,9999
a Bernoulli-egyenl6tlenség miatt. Elég tehét egy olyan n-et keresni, amelyre

<#) >(1+107°)">1+4n-107°

1+n-107° > 10"

Ez példdul az n = 10° (és minden nagyobb n) esetén teljesiil.
A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint minden n pozitiv egész szamra

2\" 2
I+—) =214+n-—=3.
n n

Ebbdl n-edik gyokot vonunk, majd dtrendezziik az egyenlGtlenséget:
2 2
1+->V3 = =~ >¥3-1.
n n

Mis megoldas:

A szamtani €s a mértani kozép kozti egyenlGtlenséget n szamra alkalmazzuk:

—1)-1 2
{L/§:\"/1n71.3§(n)—+3:1+_.

n n

Irjuk fel a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenlStlenséget 2 darab +/n-re és n— 2 db 1-re:

(n—2)-1 2 2

2
n

n NLD
Mis megoldas:

c/‘<1+2<:> <1+2n
n — n — .
- Vn - N4

A jobb oldali hatvanyra a binomiélis tételt alkalmazzuk, majd az n + 1 pozitiv tagi 6sszeget

n > 2 esetén trividlisan alulrdl becsiiljiik:

(o) 50 ()
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3.44.

3.45.

3.47.

3.48.

3.49.

3.51.

_(™\n 2 0+ Y -1 2 1+ Y n-2 2 2+ n " 1o 2 n>
~\0 NG 1 Vn 2 NG T \n vn) =
n 2\’ n 2\’ n(n—1) 4
> 1" (= "2 (=) >1+—— - —=2n—-1>n.
@) () () () 2
Végiil n = 1 esetén kiilon ellendrizziik, hogy teljesiil az egyenlStlenség.
A Bernoulli-egyenl6tlenség alapjan minden n pozitiv egész szdmra
\" 1\\" 1
(-2) = (1 (1= 1)) s 1v0 (1-2) =
n n n
Uténa n-edik gyokot vonunk, mellyel a kérdéses egyenl6tlenséghez jutunk.

Mis megoldas:

A szdmtani €s a mértani kozép kozti egyenlStlenséget n szamra alkalmazzuk:

1)1 1
Y T e UitV A e P S S

n n

A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint

1\" 1
14— >21+n-—=2.
n n

A szdmtani €s a mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan

n(n+1)
1424+ ...4+n — n+1
vn! < -2 _
= n n 2 7

amit n-edik hatvianyra emelve a bizonyitandé egyenldtlenséget kapjuk.

Mindegyik tagot 1-gyel becsiiljiik alulrdl.

1
Mindegyik tagot —-nel becsiiljiik alulrél:
n

vn

o1y +L>n-L:\/ﬁ
VITVETVB T e T e v

Alkalmazzuk a szdmtani €s a mértani kozép kozti egyenlStlenséget 2 darab a és n — 1 darab
b szamra!
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Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenlétlenséget 1 darab a? és n — 1 darab

3.53.

b szamra!

Alkalmazzuk a szdmtani €s mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget n+1 szdmra, mégpedig
az n darab b-re és az egy darab a-ra.

1 1
Bizonyitas teljes indukcidval. Az allitds n = 1-re igaz, hiszen T2 171
Tegyiik fel, hogy az 4llitas n-re igaz, vagyis
1 n 1 P 1 _on
1.2 23 77 an+l) n+l

Belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz, azaz

L S 1 n+1
1.2 2.3 77 (n+1)(n+2) n+2

Az els6 n tag 6sszegére az indukcids feltevést alkalmazzuk, majd k6zos nevezdre hozunk:

1 1 1 1
(1.2+2-3+“'+n(n+1))+(n+1)(n+2) =
n 1 n+1

:n+1+(n+1)(n+2) n+2

Mis megoldas:

()
+ —_ =
n n+1

B r mn
B n+1 n+1
Teljes indukcidval bizonyitjuk. Az allitds igaz n = 1-re, hiszen 1 = —

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, tehat

1
1+2+3+...+n:@.

Megmutatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz, vagyis

1 2
142434+ +n+n+1)= (n+ )2(”+ )

Az els6 n tag 6sszegénél az indukcids feltevést hasznaljuk fel, utdna kiemeliink (n + 1)-et:

1) = (n—|—1)2(n~|—2).

n(n+1)

(14+24+3+...4n)+(n+1) = 5
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Teljes indukciéval bizonyitunk. Az allitds n = 1-re igaz, mert 12 =

1-2-3
5

Tegyiik fel, hogy az éllitas n-re igaz, azaz

1)(2n + 1
PO B ks )6(n+ ).

Igazoljuk, hogy (n + 1)-re is igaz az &llitds, ami azt jelenti, hogy

m+1)(n+2)2(n+1)+1)
G .

P4+22 432+ +nP+(n+1) =

1
Alkalmazzuk az indukcids feltevést az elsd n tag 6sszegére, majd emeljiink ki nt

2 _ n(n+1)(2n+1)

: +(n+1)*=

2422432+ ... +n2+(n+1)

_n+1
6

(n(2n + 1) + 6(n +1)) = 1F 1)("2”(2”* 3

12(1+1)2
Teljes indukciéval igazoljuk. Az allitds n = 1-re igaz, mert 12 = %

Tegyiik fel, hogy az 4llitas n-re igaz, vagyis

n*(n + 1)2

P+234+3+.. . 0= .

Belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:

5 n*(n+1)°

1 +(n+1)°=

(P+22+3+...+n*) +(n+1)

G

(n+1)%(n+2)?
. .

4

1-2-3

Teljes indukcidval bizonyitjuk. Az allitds n = 1-re igaz, hiszen 1 - 2 = 3

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allités:

1)(n +2
1.9492.348. 44 +nmn+1) = "0F ?2(’” ),

Megmutatjuk, hogy az allitds igaz (n + 1)-re is, vagyis

1-242-343-4+...+nn+1)+n+1)(n+2) =

3

-t:

(n+1)(n+2)(n+ 3).
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3.61.

Az elsd n tag 0sszegénél felhaszndljuk az indukcids feltevést, majd kozos nevez6re hozunk:
1-2+4+2-3+3-4+...+n(n+1)]+n+1)(n+2) =

:n(n+1§(n+2)+(n+1)(n+2):

— (n+1)(n+2) <g+1> = (n+1)<";2>(”+3),

Mis megoldas:

(k+2)—(k—1)
3

k(k+1) = k(k + 13)(k; +2) (k- 1)l§(k+ 1)

k(k+1) =
felhaszndldsdval a kérdéses 0sszeget felirhatjuk teleszkopikus dsszegként:

1-242-343-44...+nn+1)=
_(1-2~3 0-1~2)+'“+(n(n+1)(n+2) (n—l)n(n+1)>

3 3 3 3
_n(n+1)(n+2)
3 :
o L » . 1-2-3-4
Teljes indukcidval latjuk be. Az éllitds n = 1-re igaz, mert 1 - 2 - 3 = —

Az indukcids 1€pés: Tegyiik fel, hogy

nn+1)(n+2)(n+ 3)
1 ;

1-2:342-3-443-4-54+...+nn+1)(n+2) =
és ezt felhaszndlva
1-2-34+2-3-443-4-5+...+nn+1)(n+2)]+n+1)(n+2)(n+3)=

_ n(n + 1)(n4+ 2)(n+3) +(n+1)(n+2)(n+3)=

_ (n+1)(n1—2)(n+3)(n+4) _ (n+1)(n+2)4(n+3)(n+4)'

Mis megoldas:
Hasznaljuk fel az aldbbi azonossigot:

(k+3)— (k- 1)
4

k(k+1)(k+2)(k+3) (k= Dk(k+1)(k +2)

k(k+1)(k +2) = k(k+1)(k +2) =

4 4 ’
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ezt alkalmazva teleszkopikus 0sszeggé irhatjuk a feladatbeli 0sszeget:
1-2:3+2-3-443-4-5+...4nn+1)(n+2)=
1.2-34  0-1-23 nn+1)(n+2)(n+3) (n—1)nn+1)(n+2)
= 1 1 +...+ 1 — 1

_ o +2)(n+3)
4

3.62. | Teljes indukci6val bizonyitjuk. Az éllitds n = 1-re igaz, mert 1! = (1 + 1)! — 1.

Tegyiik fel, hogy az éllitas n-re igaz, azaz
-1 +2-2143-3l+...4n-nl=(n+1) -1
Belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:
1-14+2-2143-3+ ... +n-nl]+(n+1)(n+1) =
=[n+I)! =1+ n+Dn+1)!=mn+2)!-1

1 1
3.63. | Teljes indukcidval bizonyitunk. Az allitds igaz n = 1-re, mert (O) + (1) =2
Tegyiik fel, hogy az allitds n-re igaz, vagyis E (n> = 2". Megmutatjuk, hogy az allitas
i
=0

n+1
1
igaz (n + 1)-re is, ami azt jelenti, hogy E (n+ ) = 2t
i
=0

Az i = 0é&sazi = n+ 1 indexi tagot kiilon irjuk fel, az 0sszeg tobbi tagjdban pedig az
(7= () ()
. = .)+1. ,1=1,....n
1 1 1—1

azonossagot alkalmazzuk:
(n + 1) (n + 1)
)+ =
- 7 n—+1

)) -
()] -5 (0) ()

(B0 205 0) -

=0 i=0

I
—_
+

M=
7N\
RN
. 3
N———
+
<
I 3

ahol az utolso sorban kétszer is felhasznaltuk az indukcids feltevést.
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A bal oldalon egymadst kovetd négyzetszamok kozti egész szamok Osszege all, mig a jobb
oldalon a négyzetszamokhoz tartoz6 kobszamok Osszege. Ezért a sejtésiink

[(n—12+1]+[(n—12+2]+...+[(n—1)*+2n 2] +n* = (n—1)>+n® neNT.
Ennek bizonyitdsa:
(n—124+1]+[(n—1)2+2+...+[(n—1)2+2n—2]+n® =
=2n—2)(n =1 +1+2+...+(2n—2) +n* =
(2n—-2)2n—-1)

=2(n—1)*+ 5 +n® =

—n—=12+mn-12+mn-1)2n—-1)+n*=(n—1)>+n

3.65. | A bal oldalon az els$ néhdny paratlan pozitiv egész szdm Osszege 4ll, mig a jobb oldalon
négyzetszamok. Ezért a sejtésiink

1+3+5+...4+(2n—1)=n% neNF

amit teljes indukcidval bizonyitunk.

Az dllitds n = 1-re igaz. Tegyiik fel, hogy az dllitds n-re igaz; beldtjuk, hogy (n + 1)-re is
igaz:

1+3+54+...+CCn—D]+2n+1) =1 =n*+2n+1) = (n+1)%

3.66. | A bal oldalon az elsé néhdny pozitiv egész szam kobének sszege dll, mig a jobb oldalon
ennek az elsé néhdny pozitiv egész szdm 0sszegének négyzete. Ezért azt sejtjiik, hogy

1 2
P4+22+3 4+, . +n°=14+2+3+...+n)= <%) , n€NT.

Az éllitast teljes indukcidval bizonyithatjuk.

3.67. | Hasznaljuk fel, hogy az elsG n pozitiv egész szam négyzetdsszege

n(n+1)(2n + 1).

124224324+, . +n= c

Ekkor

2442462 (2P =221+ 22+ 3 . 4 n?) =

nn+1)2n+1)  2n(n+1)(2n+1)
6 B 3

=4
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Tudjuk, hogy az elsé k pozitiv egész szam négyzetosszege

k(k+1)(2k+1)

12422432+, +k2= c ,

valamint az elsd k paros pozitiv egész szam négyzetosszege

2k(k +1)(2k + 1
P4+ 42 4.+ (2?2 = (+§( 1

Ezek alapjin
PP+3%4+5+...+(2n—1)7°=
=12 +22+3+... +2n)°] - [22+42+... +(2n) =
C2n(2n4+1D)(An+1)  2n(n+1@2n+1)  n@n-1)(2n+1) n(dn®-1)

6 3 3 3

ap= 4=3"+1
CL2:1O:32+1
a3 =28=3%+1

Teljes indukcidval igazoljuk, hogy a,, = 3" + 1, n € N*. Az éllitds n = 1-re igaz. Tegyiik
fel, hogy az allitds n-re igaz; belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:

Upp1 = 3ap, —2=3(3"+1) —2=3"" 4+ 1.

Mis megoldas:

Legyen b,, = a,, — 1, akkor b; = 3 és minden n indexre
bn+1:an+1_1:3an_2—1:3(an—1):?)bn,

igy teljes indukciéval kovetkezik b,, = 3". Végiil a,, = b, +1 = 3"+ 1.

10!
3.70. | Bizonyitas teljes indukciéval: Az 4llitds n = 5-re igaz, mert —— =4 -63 < 4 - 64 = 4571,

(5!)?
(2n)!
(n!)?

Tegyiik fel, hogy az allitds n-re igaz, vagyis < 4"1, Belétjuk, hogy az dllitds (n+1)-re

(2(n+1))!
[(n + 1)!1]?

(2(n + 1))2! C(2n)!@2n+1)(2n+2)  (2n)! 2(2n+1) o g (4_ 2 ) o

(n2(n+1)° ()2 n+l n+1

is igaz, azaz < 4™

[(n+1)]
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Az 4llitds n = 4-re igaz, hiszen 3* > 5-42. Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy a kérdéses

3.73.

3.74.

egyenlGtlenség igaz minden n > 4 egész szamra.

Tegyiik fel, hogy az éllitds n-re igaz, és belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:
3" =3-3">3-5n > 5(n+1)>%
Az utols6 egyenlGtlenség:
15n% > 5(n+1)* <= 10n* —10n >5 <= 2n(n —1) > 1,

ami n > 4 esetén fennall. Tehdt barmely ny > 3 megfeleld.

Teljes indukcidval bizonyitunk, melynek azt a véltozatat alkalmazzuk, amikor az indukcids
1épésben abbdl kovetkeztetiink a kovetkezd allitds igaz voltdra, hogy az Gsszes el6z6 allitas
igaz.

Az allitdas n = 1-re és n = 2-re igaz, mert
a1=1=3-4°-2.3° qy,=6=3-4'—2.3%.
Tegyiik fel, hogy az éllitds n-ig igaz, és belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:
Unpr = Tay —12a,_; = 7(3-4"1 —2.3"71) —12(3.4"2 - 2.3"7?) =
=(21-9)- 4" —(14-8)-3" 1 =3.4"—2.3".

Teljes indukcidval igazoljuk, ezt abban a formdjaban hasznaljuk, amikor az indukcids 1épés-
ben a kovetkez§ dllitasra az Osszes el6z6 allitasbol kovetkeztetiink.

Az éllitdas n = 1-re és n = 2-re igaz, mert
ap=2=(1+1)2"" a=6=(2+1) 22"
Tegyiik fel, hogy az dllitds n-ig igaz. Belatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:
Uni1 = 4a, —4a, 1 =4(n+1)2"" —4n2" % = (2n +2 —n)2" = (n + 2)2".

A teljes indukciénak azzal a véltozatdval igazoljuk, ahol az indukcids 1épésben a kdvetkezd
allitasra az 0sszes elozd allitasbol kovetkeztetiink.

Az allitds n = 1-re és n = 2-re igaz, mert
a1 =2=3"14+1, aa=4=3"14+1.
Tegyiik fel, hogy az éllitas n-ig igaz, és megmutatjuk, hogy (n + 1)-re is igaz:
Uni1 =60, —9a, 1 +4=6(3"""1+1)—-9(3"?+1)+4=
=2-3"+6-3"-94+4=3"+1
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3.76.

3.77

3.78.

3.79.

3.87.

3.88.

Keressiink olyan nem nulla kvdciensti mértani sorozatot (¢", ¢ # 0), amelyik az a,,o =
5an.1 — 6a, rekurziét kielégiti, azaz ¢"*t? = 5¢" ! — 6¢". Ez ut6bbit ¢"-nel egyszer(isitve
a q®> — 5q¢' + 6 = 0 egyenlethez jutunk. Ennek gyokei 2 és 3, igy (27) és (3") megoldésa a
rekurzionak. E két megoldds minden a,, = A-3" + B - 2" linedris kombindacidja is megoldas.
Az a1 = 2 és ay, = 8 feltételek szerint

a;=A-3'+B-21=2 A=§
a=A-324+B.-22=8 (

Tehét a,, = 4-3""1 — 2", n € N,

(Ha a feladat nem a sorozat explicit alakjdnak megtaldldsa, hanem csak annak bizonyitdsa
volna, azt teljes indukcidval is megtehetnénk.)

Keressiink olyan nem nulla kvécienst g™ mértani sorozatot, amelyik teljesiti az a,,o =
Sany1 — 6a, rekurzidt, vagyis ¢"t? = 5¢"*1 — 6¢". Az egyenlet ¢"-nel egyszerisitve
q®> — 5q + 6 = 0, melynek gyokei 2 és 3, ezért (2") és (3") megolddsa a rekurziénak. E
megoldasok minden a,, = A - 3" + B - 2" linedris kombindcidja is megoldas. Az a; = 29 €s
ay = 85 feltételek szerint

9

)

(Az eredmény ismeretében azt teljes indukcidval is bizonyithatjuk.)

al—A~31+B-21—29}

A
ag=A-3*+B-2>=285 B

Ezérta, =9-3"+1-2" =372 4+ 2" n c Nt.

A teljes indukci6 allitasa szerint minden n pozitiv egész esetén igaz az A,, allitas.
Minden n > 100 esetén igaz az A,, allitas.

Az A, dllitas igaz. A t6bbi allitasrol nem tudjuk eldonteni, hogy igaz-e, mert a feladat allitasa
igaz abban az esetben, amikor mindegyik A,, allitas igaz, és akkor is, amikor A; igaz, a tobbi
A,, allitas hamis.

Az A, dllitds hamis. A tobbi allitdsr6l nem tudjuk eldonteni, hogy igaz-e, mert a feladat
allitdsa igaz abban az esetben, amikor A; kivételével mindegyik A, allitds igaz, és akkor is,
amikor minden A,, 4llitds hamis.

Mindegyik A, igaz. Ez a forma a teljes indukcié ,,descente infinie” (végtelen leszalls)
verzidja.
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3.96.

k szerinti teljes indukcidval kovetkezik, hogy minden k£ nemnegativ egész esetén Ay igaz,
vagyis Ay, As, Ay, ..., Aok, ... igaz. A tobbi allitasrél nem tudjuk eldonteni, hogy igaz-e,
mert a feladat allitdsa igaz abban az esetben, amikor mindegyik A, allitds igaz, és akkor is,
amikor minden £ nemnegativ egészre A,: igaz, a tobbi A,, allitds hamis.

Minden n esetén igaz az A, allitds, amit belathatunk ugy, hogy teljes indukcidt alkalmazunk
az (A, ..., A, igaz), n € NT dllitdsokra.

Semmire nem tudunk kovetkeztetni. A feladatbeli allitas igaz akkor is, ha minden A,, alli-
tas igaz, és akkor is, amikor minden A,, éllitds hamis (az ut6bbi esetben a vagy mivelettel
osszekapcsolt két allitas koziil a masodik igaz).

Minden n # 2 esetén igaz az A, dllitas, azaz Ay, Az, Ay, As, ... igaz. A, lehet igaz és lehet
hamis is.

Az és miivelettel 6sszekapcsolt mindkét allitds igaz, vagyis A; igaz és
(Vn c N+) ((An V An+1) - An+2)

igaz. Az utébbi n = l-re (4; V As) = As, ezért A; igaz. Teljes indukcidval kovetkezik,
hogy A,, igaz minden n > 3 esetén, hiszen az indukci6s 1€pés

Apigaz— A, 1V A, igaz — A, igaz.

A feladatbeli allitas igaz akkor is, ha minden A,, allitas igaz, és igaz akkoris, ha Ay, A3, Ay, ...
igaz és A, hamis.

Haszndljuk a szdmtani és mértani kozép kozti egyenlStlenséget, miszerint

— b 18
36Lb0§$:§:6.

Kobre emelve abe < 6 = 216. A jobb oldalon szerepls szdm a keresett maximum, hiszen
a = b = c = 6 esetén egyenlOség teljesiil.

. 7 7z . .. pd X3 . 7”7 pd 2z a 2z
Alkalmazzuk a szdmtani €s mértani kozép kozti egyenldtlenséget harom darab 3" két darab

b
5 és egy darab c szdmra:

< 3.
3) \2) ¢= 6 6 6

a a a b Db
6<%3G>2 3T3t3 o ToTC atbte 18
Hatodik hatvdnyra emelve és 3% - 22-nel szorozva a*b*c < 4 - 3°. A jobb oldalon 4116 szdm a

) ) a b . o
keresett maximum, hiszen 3 = 5 =c=3,azaza =9, b = 6, c = 3 esetén egyenlGség all

fenn.
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Az a’be egy négytényezGs szorzat. Irjuk fel a megadott 3 tagi Gsszeget 4 tagii Gsszegként, és
hasznéljuk a szdmtani €s mértani kozepek kozti egyenlStlenséget 4 szdm esetén:

a+a+b+
LC>49.2.Z) C:41a2bc
4 —\V2 2 4
Eszerint
18 9 W1
— = — >/ —=a?bc.
1 2=\

Negyedik hatvanyra emelés és dtrendezés utan:

9\ 4
a’be < 4 (—) .
2
18 9

. o . . . a <
A jobb oldalon szerepld szam a keresett maximum, hiszen 5 = b=rc= 7 =3 esetén
egyenldség van.

Hasznéljuk a harmonikus és a szamtani kozepek kozotti egyenldtlenséget:
abc 1 3

ab+bctae 3 1 1 1

ab+bc+ac 3 L4z

a b

Itt egyenl6ség pontosan akkor van, haa = b = ¢ = 6.

at+b+c 18

1
<_-. 27 =
-3 3 9

2.

c

Irjuk fel a szamtani és mértani kozép kozti egyenltlenséget e harom pozitiv szamra, akkor
a+b+c
—3 > Vabe = V/18.

Ebbdl kovetkezik
a+b+c>3V18.
A jobb oldalon 4116 szdm a keresett minimum, hiszen @ = b = ¢ = /18 esetén egyenl8ség

érvényes.

Alkalmazzuk a szdmtani és mértani k6zép kozti egyenlStlenséget a 3a, 20, ¢ pozitiv szdmok-
ra:

3a -+ 2b |
%z%a-%-c:%-lsz&ﬂ.
Ezért

3a +2b + ¢ > 9V/4,
ahol a jobb oldalon 4ll6 9+v/4 a keresett minimum, hiszen 3a = 2b = ¢ = 9v/4, azaz a =

3
4
35/21,b:9f

5 €= 9v/4 esetén egyenlbség teljesiil.
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3.124.

Irjuk fel a 2a + b + c kifejezést egy harom tagi szamtani kozép segitségével:

2a+ b
2a+b+c:3-%

Itt egyenlSség pontosan akkor van, ha 2a = b = ¢ = V/36.

> 3¢/(2a)bc = 3V/2 - 18 = 3V/36

Felhasznéljuk a mértani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget:

o (Y s o) o (vi5)

Itt egyenlSség pontosan akkor van, haa = b = ¢ = V/18.

a At tan ad+...+a2

< <~ 0<n(al+...+a2) — (ay+... +a)*
n n

A jobb oldalon minden a; négyzete (n — 1)-szer szerepel, valamint minden ¢ < j esetén
—2a,a;, ami éppen az dsszes i < j indexre (a; — a;)? Osszege:

(n—l)Zaf— Z 2q,a; = Z (a; — a;)*.

1<i<j<n 1<i<j<n

A négyzetdsszeg nemnegativ, ez bizonyitja a feladatbeli egyenl6tlenséget.

Minden 7,7 = 1,...,n indexre
(aibj — ajbz-)2 = a?b? + a?bf — 2aiajbibj,
majd ezeket 0sszeadjuk minden 1 < ¢ < 57 < n indexre, utdna a kapott 6sszeget dtalakitjuk:
O S Z (CLibj — ajbi)2 = Z (afb? + G?bﬁ — QCLiCijibj) =
1<i<j<n 1<i<j<n
= (a4 @)+ 4 b) = (ab £+ andy)”
Ezt atrendezziik, majd négyzetgyokot vonunk, igy a bizonyitand6 egyenlStlenséget kapjuk.

Mis megoldas:
Tekintsiik a

n

plx) =Y (ax —b)* = (af + -+ a2)a® = 2(arby + -+ + apby)x + (b7 + -+ + b})
i=1
masodfoku polinomot! Mivel a polinom nemnegativ, azért a diszkrimindnsa
D =4(arby + - +apb,)? —4(a] + -+ a2) - b+ +b2) <0.
Ebbdl kis atalakitdssal a bizonyitand6 egyenlStlenséget kapjuk.
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>
A

4. Sorozatok hatarértéke

A sorozat szigordan monoton csokkend, mert

1
< — >
n+1 n n+1

1
1+—>1+ = n<n+1.
n

n
Legyen a,, = —- A sorozat monoton csokkend, és n > 2 esetén szigorian monoton csokke-
n

né, mert a; = ay = 2, valamint

2" 2ntl 2
— > — 1> — <= n>1
n! = (n+1)! n+1
n’ . . e 1 27
Legyen a,, = o A sorozat elsé négy tagja monoton novekszik: a; = 5002 = 2, a3 = —,

. . ., . 125
ay = 4. Az negyedik tagtdl kezdve a sorozat szigordan monoton csokken, mert a5 = EoR és

n3>(n—|—1)3 n 3_ ] 1 3>1
on ont1 n+1/) n+1 2

Az utolsé 1épésnél felhaszndltuk a Bernoulli-egyenl6tlenséget:

n > 5 esetén

1 13>131>1<:>1>3<:>>5
n+1 nt+l1-2 2= n+1 =0

A sorozat valtakozé elgjeld, ezért nem monoton semelyik indextdl kezdve sem.

. (o :
Legyen a,, = sin (En> Mivel

aggy, = sin(10km) = 0, asgpt6 = sin ((10k +2)7 + g) =1,
ezért a sorozat nem monoton semelyik indextdl kezdve sem.
Legyen a,, = sin (%) Mivel
agy = sin(2km) =0, aggyo = sin <2k7r + g) =1,

ezért a sorozat nem monoton semelyik indextdl kezdve sem.
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1
Legyen a, = tg (—) . A tangensfiiggvény szigordan monoton novekszik a (0, 1] intervallu-
n

1 L . . .
mon, tovabbd az (—) sorozat szigortian monoton csokken és tagjai (0, 1)-be esnek, igy (a,,)
n

szigorian monoton csokken.

vnt+l4+vn—-1 2
vVn+l+yn—1 Vn+1l+vn—1
szerint a sorozat szigortian monoton csokken, mert a jobb oldal nevezdje pozitiv tagu és
szigorian monoton novekszik.

vn+l—vn—1=(H/n+1-+vn-1)

A szamtani és a mértani koz€p kozti egyenlStlenséget alkalmazzuk n darab 1+ — és egyetlen
n

1 szamra:

1\" n(l+1)+1 2 1
n+1 1+_ 1< ( n) _n+ :1+ ,
n n+1 n+1 n+1

majd (n + 1)-edik hatvanyra emeljiik a kapott egyenlGtlenséget. Az eredmény

1 n 1 n+1
(1+_) <(1+ ) |
n n+1

tehdt a sorozat szigortian monoton névekvao.

. 1
Irjuk fel a szdmtani €s a mértani k6zép kozti egyenlStlenséget n darab 1 + o és egyetlen 1
n

1\" n(l+5)+1 n+32 1
n+\1/(1_|__) 1< ( 2n> — 2 :1_|_

2n n+1 n+1 2(n+1)

Emeljiik (n + 1)-edik hatvanyra a kapott egyenlGtlenséget, az eredmény

R

Tehat a sorozat szigordan monoton névekvo.

szamra:

Mis megoldas:
1 2n

. . 1\"
Az 1+ o sorozat szigordan monoton ndvekvd, hiszen az (1 + — sorozat paros
n n

index( tagjainak sorozata, igy

is szigordan monoton ndvekvd.
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3
A szamtani és a mértani kozép kozti egyenl6tlenséget alkalmazzuk n darab 1+ — és egyetlen
n

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

1 szamra:

n(1+3)+1
n n 4
n+1( 3)‘1< n _n+ g 3

1+ - = _
+n n+1 n+1 n+1

Ha (n + 1)-edik hatvanyra emeljiik a kapott egyenlGtlenséget, az

3 n 3 n+1
(1+_) <(1+ )
n n+1

eredményre jutunk. Tehdt a sorozat szigorian monoton névekva.

A sorozat korlatos, hiszen minden n pozitiv egészre

n+ 2 < n+2n
no n

1<

= 3.

A sorozat alulrdl korldtos, mert minden n pozitiv egészre
n*—n=n(n-1)>0.

Feliilr6l nem korldtos, amit indirekt médon latunk be. Tegyiik fel, hogy a sorozat feliilrdl
korlétos és K fels6 korlatja, akkor K > 0 és minden n pozitiv egészre

K>nn—1)>n-1)?* <= VK +1>n,
ami ellentmond az arkhimédészi axiomanak.

A sorozat korlatos, mert minden n pozitiv egészre

() ]-(G) =r= = ()=

3 n
Legyen a, = -5 A sorozat feliilr6l nem korldtos, ezt indirekt médon bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy K fels6 korlét, akkor minden n pozitiv egészre K > a,. A Bernoulli-
egyenldtlenség alapjan

I 1

és ez ellentmond az arkhimédészi axiomanak.
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4.18.

A sorozat alulrél sem korlatos, melyet szintén indirekt médon bizonyitunk. Ha L alsé
korlat, akkor barmely n pozitiv egész szamra L < a,. Ez alkalommal is a Bernoulli-
egyenlGtlenséget alkalmazzuk tetszdleges n pozitiv egészre:

2n—1
1+1 >1+(2n—1)-1>n
2 - 2 '

Ezekbdl kovetkezik

1 2n—1
L§a2n_1:—(1+§> <—n:>L>n,

mely egyenl6tlenség ellentmondast ad az arkhimédészi axiomaval.
A sorozat korlatos, mert
|sin(4n® —n)| <1, |cos(4n®+1)| <1

kovetkeztében
—1 <sin(4n? — n)cos(4n® +1) < 1.

—5\"
Legyen a,, = (n ) . Han > 5, akkor

n
n—>5\"
0< ( ) <1,
n
ezért a sorozatnak max{1, ay, as, as, as} fels6 korlatja, min{0, a;, as, as, a4} alsé korlatja.
Tehat a sorozat korlatos.

A sorozat alulrél korlatos, hiszen minden tagja pozitiv.

Feliilr6]l nem korlatos a sorozat. Indirekt médon tegyiik fel, hogy feliilrdl korldtos és K felso
korldtja. A binomidlis tételbdl kovetkezik, hogy minden n pozitiv egészre

- n n
:n n > .
E (k> 2 :(2><2,n_2

k=0

(n>
o\ 2 —1
K> > " ok 410,

n n 2

Ekkor n > 2 esetén

ami ellentmond az arkhimédészi axiomanak, mely szerint max{2K + 1,1}-ndl is van na-
gyobb pozitiv egész.
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Mais megoldas arra, hogy a sorozat feliilr6l nem korlétos:

1
El6szor teljes indukciéval beldtjuk, hogy minden n pozitiv egészre 2" > —n?. Han = 1,
n = 2 vagy n = 3, akkor teljesiil az egyenl6tlenség. Legyen most n > 3 és tegyiik fel, hogy
1
2" > §n2. Ekkor

1 1
2"+1:2-2"22'§n2:n22§(n+1)2,

ahol az utolsé egyenlStlenség az n(n—2) > 1 dsszefiiggéssel egyenértékd, ami nyilvanval6an
igaz.

Ezutdn indirekt médon igazoljuk, hogy a sorozat feliilrSl nem korlatos. Tegyiik fel, hogy fe-
liilrdl korlétos és K felsd korldtja, majd haszndljuk fel az imént bizonyitott egyenlStlenséget!
Azt kapjuk, hogy minden n indexre

27’L

K>=">_,
—n - 2

S

tehat 2K > n, ami ellentmonddst jelent az arkhimédészi axiomaval.

A sorozat alulrdl korlatos, hiszen minden tagja pozitiv.

Indirekt médon bizonyitjuk, hogy feliilr6l nem korldtos. Tegyiik fel, hogy a sorozat feliilr6l
korlatos és K felso korldtja. A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint

(V)" = (1+(VA-1))" > L+ n(V4-1),

amit kobre emeliink és jobb oldalt trividlisan alulrdl becsiiljiik:
, 3
4> (1 (V- 1)) > (VA — 1708,

Ekkor 1
K>—>({Vi-1P’n =
n

és ez ellentmond az arkhimédészi axiomanak.

Mis megoldas arra, hogy a sorozat feliilr6l nem korlétos:

El6szor teljes indukcidval beldtjuk, hogy minden n pozitiv egészre 4" > 2n3. Han = 1 vagy
n = 2, akkor teljesiil az egyenl6tlenség. Tegyiik fel, hogy n > 2 olyan pozitiv egész, melyre
4" > 2n3. Ekkor

A = 44" > 4203 = 8n® > 2(n + 1)3,

ahol az utols6 egyenl6tlenség indokldsa

1 2
8n* >2(n+1)° <= 3n*-3n* - 3n>1 < 3n<(n—§) —-) > 1.
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4.20.

4.21.

4.23.

Ezutan indirekt médon igazoljuk, hogy a sorozat feliilr6l nem korlatos. Tegyiik fel, hogy fe-
liilrdl korlétos és K felsd korldtja, majd haszndljuk fel a bizonyitott egyenldtlenséget! Ezek-

bdl minden n indexre kovetkezik .

n

ami ellentmondasra vezet az arkhimédészi axidomaval.

Minden n pozitiv egész esetén tg(nm) = 0, ezért a sorozat a nulla konstanssorozat, ami
korlatos.

\/n+1—\/n—1—(\/n—|—1—\/n—1>5211152:1—

2 2
= <
vn+l+vn—1" vV/n+1
alapjan minden n pozitiv egészre

0<vVn+1—vn—1<vV2,

ezért a sorozat korlatos.

Legyen a,, = (—1)"lnn. A sorozat feliilr6l nem korldtos. Indirekt médon tegyiik fel, hogy
feliilrdl korlétos és K felsd korlétja, akkor minden n pozitiv egészre

1
K > as, = In(2n) = §€K >n,

ami ellentmond az arkhimédészi axiomanak.

A sorozat alulrdl sem korldtos, amit ismét indirekt médon latunk be. Tegyiik fel, hogy alulrdl
korlatos és L alsé korlatja, akkor minden n pozitiv egészre

1
L<ag,1=—-—In2n—-1) = §(€_L +1) >n.

Az ut6bbi egyenldtlenség ellentmond az arkhimédészi axidmaénak.

A sorozat szigorian monoton ndvekvd, hiszen minden n indexre

1

— > Uy.
m+1)2? "

Ap+1 = Qp +

A sorozat minden tagja pozitiv, igy (a,,) alulrdl korldtos. Feliilrdl is korlétos a sorozat, mert
minden n indexre
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4.24

4.25.

&
S

2

&
o
N

&
i

8

w
N

g . - = &
0 )
: : : L =

3

4.3

N

4.35

4.36.

1 1 1 1
<14 — 4 ——F ... —
- +1-2+2-3+ +(n—2)-(n—1)+(n—1)n
_1+11+11++1 1+1
N 1 2 2 3 n—2 mn-—1 n—1
1
=2——<2
n

JK e RVn €Nt q, < K.
VK €cR3IneNtaqa, > K.
Vn e Nt a, < a,41.
dneNTa, > a,,.

Az (a,,) sorozat monoton, ha monoton névekvd vagy monoton csokkend:

(Vn € Nt a, < an1)V(Vn e NTa, > anyq).

(IneNTa, >a,1)A(Fn €N a, < a,).

Ve e RTIN e NFVn e Nt (n > N = |a, — 7| < &).

Je e R"VNeNt'Ine N (n> NAla, — 7| >e).

JAeRVe e R"IN eNt'VRe Nt (n > N = |a, — A| <e).

VAeRI e RT"YN eNTIne Nt (n>NAla, — Al >¢).

VK eRIN e N*Vn e Nt (n > N = K < a,,).

1
n

)
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4.37.

4.43.

4.45.

AK eRVYN e Nt Ine Nt (n > NAK > a,).

1
o — 0. Legyen € > 0. Minden n indexre
n

! 0—]’< — >2
2n 2 c " g’
. . B 2 o o
ezért a konvergencia definici6jdban N = [—} + 1 megtelel kiiszobindexnek (és minden
€

N-nél nagyobb pozitiv egész is).
( -1 ) n+1

— 0. Legyen € > 0. Minden n indexre
n

’ﬂ

’ 1 1
—0|==-<e <= n>-,
n

n 3

1

igy a konvergencia definicidjdban e-hoz tartoz6 kiiszobindexnek megfelel N = {—} +1(és
€

minden N-nél nagyobb pozitiv egész is).

n—1

— 1. Legyen € > 0. Minden 7 indexre

n—1

‘ 1 1
—ll=—<e <= n> -,
n

n 9

1
tehat a konvergencia definicidjdban £-hoz alkalmas kiiszobindexnek N = {—} +1 (és minden
€
N-nél nagyobb pozitiv egész is).
1
1+ — — 1. Legyen ¢ > (. Minden n indexre
n
1

Vo

ezért a konvergencia definicidjdban N = [—] +1 alkalmas kiiszobindexnek. Ekkor minden

Ve

P
(1-2)

Az ¢ = 10~* hibakorldthoz megfelel6 N = 101.

1 1
‘(1+—2)—1‘——2<8 — n >
n n

n > N index esetén

amibdl kovetkezik

< E€.
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4.47.

— 0. Legyen € > 0. Minden n indexre

3n —1
2 Ol <e <= n> (2 +1
30— 1 : "o\
] : B 12 P :
igy a konvergencia definici¢jdban N = [g (— + 1>] + 1 megfelel. Minden n > N index
€
esetén
1/2 1 /2
n>|s|-+1)|+1>5-+1],
3 \¢ 3 \¢
melybdl kovetkezik
2
1 0] <e.
Az ¢ = 10~* hibakorldthoz j6 N = 6668.
An + 3
4.48. nt — 2. Legyen ¢ > 0. Minden n indexre
2n+1
4n + 3 ol 1 < - 1/1 ]
1 | 2+l T\ )

: . e 1 /1 »

mely szerint a konvergencia definicigjdban N = max{ [5 (— — 1)] +1, 1} megfeleld
€

szdm. Az ¢ = 10~ hibakorldthoz valaszthatjuk a N = 5000 szdmot.

1/1
Megjegyzés: N = max { {5 <— — 1)} +1, 1}—ben a masodik elem biztositja, hogy N
€

1/1
legalabb 1 legyen, ugyanis {5 <— — 1)} + 1 lehet nulla.
€

1
—sinn — 0. Legyen £ > (. Minden n indexre
n

1
—sinn—()‘ < —,
n n

1 1 .
ezért ha n > —, akkor teljesiil |—sinn — 0’ < e. Igy a konvergencia definici6jdban N =
€ n

1
{—1 + 1 megfelels. ¢ = 10~%-hez vilaszthatjuk a N = 10* + 1 szdmot.
£

1
(—1)"% — 0. Legyen ¢ > 0. Minden n indexre
(—1)" ! 0 ! <e <= n> =
—-)'—=—-0|=—F4=<c¢ n>—,
N4 n g2
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4.53.

4.54.

4.55.

1
ezért a konvergencia definiciéjaban N = [—} + 1 vélaszthat6 kiiszobindexnek. ¢ = 107%-

22
hez megfeleld N = 10% + 1.

21 1 — 0. Legyen € > 0. Minden n indexre

n
n _on <1< >1
n?+1 Tl on ¢ ne

1
Ezért a konvergencia definicijdban valaszthatjuk a N = {—1 + 1 szadmot kiiszobindexnek.
£

Az ¢ = 1072 hibakorldthoz megfelel6 N = 101.

2

— 1. Legyen el6szor 0 < € < 1. Minden n indexre

n? 1 1
— 1| = h —
n? 41 ' n2+1<€’ an>\/€ ’

1
tehat a konvergencia definicigjaban N = -—1
€

n?+1

+ 1 alkalmas kiiszobindexnek. Legyen

most € > 1. Ekkor minden n indexre teljesiil

n2

1| =
n?2+1 n2+1

<1l<e,

igy N = 1 megfelel8. ¢ = 10~2-hoz vélaszthaté6 N = 10 kiiszobindexnek.

1
n+1 — 1. Legyen € > 0. Minden n > 2 indexre
n_
n+1 2 2
—1| = <eg <= n>-+1
n—1 n—1 €

, 2

Igy a konvergencia definici6jdban e-hoz N = {— + 1} + 1 megfelels. Az e = 1072 hiba-
€

korlathoz valaszthatjuk a N = 202 szamot.

Legyen P > 0. Teljesiil n? > P, han > /P, ezért a végtelen hatarérték definiciéjaban
N = [\/ﬁ ] + 1 megfelel kiiszobindexnek. A P = 10° szdmhoz vélaszthatjuk N = 32-t.

. P
Legyen P > 0. Fenndll 4n® > P, han > {/ T ezért a végtelen hatédrérték definiciéjdban

+ 1 megfelel kiiszobindexnek. P = 10%-hoz megfelels N = 7.
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4.57.

4.58.

4.61.

Legyen P > 0. A Bernoulli-egyenl6tlenséget felhaszndlva
2"=(14+1)">14+n>P,

han > P—1. A[P — 1] + 1 egész szam lehet 1-nél kisebb, ezért a végtelen hatdrérték
definiciéjaban

N =max{[P - 1]+ 1,1}
alkalmas kiiszobindexnek. P = 103-hoz megfelels N = 1000.

Legyen P > (0. Minden n pozitiv egészre n! > n, igy érvényes n! > P, han > P. Tehat
N = [P] + 1 alkalmas kiiszobindexnek a végtelen hatdrérték definiciéjaban. P = 103-hoz
megfeleld N = 1001.

Legyen P > (0. Mivel minden n pozitiv egész szdmra

Inn>P < n>e,

ezért N = [eF’] + 1 megfelel kiiszobindexnek a végtelen hatdrérték definiciéjdban. P = 103-
hoz alkalmas N = [6103} + L.

Legyen P < 0. Mivel

1—-P
-2n+1<P <= n> 7

ezért N = —5 + 1 megfelel kiiszobindexnek a minusz végtelen hatarérték definicidja-

ban. A P = —10% szamhoz alkalmas N = 5 - 10° + 1.

Legyen P < (. Mivel

—nt< P < n>v-P,
igy a minusz végtelen hatarérték definici6jaban N = [\4/ —P} + 1 alkalmas kiiszobindexnek.
P = —105-hoz megfeleld N = 32.
Legyen P < 0. Itt

—3"< P <<= 3" > —P,
és a Bernoulli-egyenl6tlenség alapjan

'=(1+2)">1+2n>—-P

P+1 P+1
teljestil, han > —T+. Ezért N = {_T—i_] + 1 megfelels. P = —10°%hoz alkalmas

vélasztas N = 5 - 10°.
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4.86.

a, — 0 definicidja:

Ve e R"IN e N"Vn e N (n > N = |a, — 0] < &).
|a,,| — 0 definicidja:

Ve e R"AN e Nt vn e NT (n > N = ||a,| — 0] < ¢).

Az egyenlGtlenség mindkét esetben |a,| < €, tehdt a két allitas ekvivalens.

a, — 0 definicidja:
Ve e R"AN eNTVneN" (n > N = |a, — 0| < ¢).

1 s
— — oo definicidja:
Qn,

1
VP e R"IN € N vnp e NF (nZN:>—>P).
Qn
(1) = (i1) bizonyitasa: Legyen P pozitiv szdm. a,, — 0 definicidjdban ¢ = 2 > 0-hoz is
van olyan N kiiszobindex, melyre minden n > N index esetén
1 1 1
<= <— —=—>P.
] P an,  |ay
N N 1 e 1 :
(ii)) = (i) bizonyitdsa: Legyen € > 0. — — oo definici¢jdban P = — > 0-hoz is van olyan
an, €
N kiiszobindex, melyre minden n > N index esetén
1 1
— > - = |ay| =a, <e.
an €
n, han paros,
Gy =
1, han pératlan.
A sorozat felulr6l nem korlatos, mert az arkhimédészi axioma szerint minden K szamnal van
nagyobb n pozitiv egész, igy as, = 2n > n > K.

A sorozat nem tart végtelenhez, hiszen példaul P = 1-hez nincs olyan N kiiszobindex,
melyre minden n > N index esetén a,, > 1.

Irjuk fel a Bernoulli-egyenl&tlenséget:
"= 1+ (—-1)"=1+n(¢g-1).
Legyen P > 0, akkor
P—-1
n>maxs |[—— |+ 1,1, = n>
qg—1
ezért a definici6 alapjan ¢" — oo.

= — ¢">1+4+n(g—1) > P,
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Ha ¢ = 0, akkor ¢" = 0 — 0.

1
Ha 0 < |q| < 1, akkor — > 1. Alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlGtlenséget:

(Yo () e (11)

1 .
Legyen a = — — 1 > 0, majd vegyiik a kapott egyenlStlenség reciprokat:

lq|
1 1

n
< .
|q| ~— 1+an an

Legyen € > 0, akkor
1 1 n 1
n>|—|+1 =n>— = |q"< — <5¢,
as ae an

tehdt a definici6 alapjan kovetkezik ¢" — 0.

A renddrszabdly segitségével bizonyitjuk, hogy v/7 + sinn — 1. Egyrészt

T+sinn>V7T—1= V6 — 1.

Masrészt

V7 +sinn < V7T+1= C/§—> 1.

A sorozat divergens, mivel a paros indexl tagok —oo-hez, a pdratlan indextiek pedig 2-hoz

tartanak.

4.115. | Emeljiik ki a szdmlalobol és a nevezdbdl is a legnagyobb hatvéanyt, majd egyszerisitsiink:

4.116. | A szaml4l6bol és a nevezdbdl is emeljiik ki n2-et, majd egyszersitsiink vele:

4+ —1 nP(1+2%—5) 1 1+5—%

b1 mb (L -1+ k) n L1tk

32 +2n+1 nP(3+24%) 3+244
n+42n2 n? (L +2) B 142

3
— .
2

n 50-1=0.

4.117. | A szamlalobol és a nevezdbdl is kiemeljiik a legnagyobb hatvanyt, utdna egyszerdsitiink:

2n* — 3n? n*(2-3) , 2-3

n?—6n+1 p2(1-S+14) = 1-84%
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2n?—3nd+1  2-3+%

4.118. U net

2 _ _ 3
4119, - —sn 4 "—>—§.

5n — Tn?2 %—7

002 +2—-7n V425

4.120.
2—n3 |

n?+3 B n’43 1—1—%

n2

4.121. S 1
Vit +dn Yo \/1+$

4.122 Mi_ﬁi% 0=0
2n3 + 1 NG 2+%  Vn '

N |

4.123.

nsinn + n?cosn 1 . 1
3 :—251nn+—cosn—>0—|—():0,
n n n

mert mindkét tag nullsorozat és korlatos sorozat szorzata, igy nullsorozat.

4.124. | Egyszertsitiink n3-nal:

2n2+3n+{’/ﬁ_§%+§/in7+#_> 0

T rnd 1 35+n_14+ !

4.125.

_ Vn+l+yn 1
T = (51 ) e = o

hiszen a nevezd végtelenhez tart.

4.126.

V2n—1++2n+1
Vo2n—1++vV2n+1

\/2n—1—\/2n—|—1:<\/2n—1—\/2n+1)

—2
= — 0
Von—1++v2n+1

Vn?+n+n n 1
/2 —n = (/02 — = -
2 vrttn-n=(/nitn n)\/n27+n+n_\/n2+n+n_,/1+l+1_>

N | —
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vVn2—n+4+n —n -1 1
vn?2—n—-n=(n>—n-—-n = = - ——.
( )\/nQ—n+n vVn2—n+n /1141 2

vnt—1+n -1 .
vni—14+n Vn?2—-14n

vn2—1—-n=(vn?—1-—n) 0.

Becsiiljiik a sorozatot mindkét oldalrol!

1< Vn2+n< Vn24+n2= W(C/ﬁf

A fels§ becslés is 1-hez tart, mert /2 — 1 és /n — 1. Igy a rendérszabalyt alkalmazva

Vn?+n— 1.
Becsiiljiik alulrdl a kifejezés alapjat:
n"—Tn=n(n®—7)>1, han>2
Ezért minden n > 2 pozitiv egészre
| < VAT T < Vi = ()

{/n — 1 szerint a felss becslés hatérértéke is 1, ezért a renddrszabalyt alkalmazva v/n” — 7Tn —
1.

5= /57 < /An 4+ 50 < /5 + 57 = /2.5,
ebbdl a renddrszabdly alapjan kovetkezik /4™ + 57 — 5.

1 1 1 11
(/=-b=1{/z-B" < V2-4n 4571 < (/2.5 4 —.5n < {/ — -5,
\/; 5 - * - Jr5 — V5

majd a rendGrszabalyt alkalmazzuk, az eredmény /2 - 4™ + 571 — 5.

4= 40 < Y22 4 30+l = 4n £330 < /440 < /4 -4,
majd hasznéljuk a rendGrszabalyt, igy /22" + 371 — 4,

Ha n paros, akkor n! tényezGinek elso felét 1-gyel, a masodik felét g-vel becsiiljiik alulrél:

n o /n n\ n
Y !:”1-2-...—.(— 1) >“<_) _
Vnl \/ BACH "=\ \3 2
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Ha n paratlan, akkor n! elsd n—l darab tényezs6jét 1-gyel, a tobbi ntl darab tényezot
ntl -vel becsiiljiik alulrol:
n—1 n+1 n+1 ER ny 2 n
n " — n n 3
nl = 127Tn2 ( 5 ) > <§> =1\/3

4.137. | A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint minden n indexre
2

1\" , 1
1+=) >1+4n% ==1+n,
n n

2

1 n
ezért a renddrszabdly kovetkeztében <1 + —) — 00.
n

4.138. | Vegyiik az n-edik tag reciprokat:
2 n
1> 1 __ n '
- < 1 > n?+1

1+

Alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlGtlenséget a jobb oldalra:

n? " _ (4 1 " > 1 n
n2+1) n+1,) — n? 41’
. 1 1 : 1\"
— — 1, és ebbdl kovetkezik (1 + —2> — 1.
n

1
1
L+ —

utdna a renddrszabdly szerint

Mis megoldas:
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mert (1 + —) szigorian monoton novekszik, hatarértéke e, és az n-edik gyok alatt ennek
n

1 n
egy részsorozata dll. A rendGrszabdlyt alkalmazva {/e — 1 miatt (1 + —2> — 1.
n

4139, (nHUT (A INT L
nn+1 n n

1\" ) )
4.140. | Az (1 + —) sorozat 6n index( részsorozatanak hatarértéke is e, ezért
n

1 n . 1 6n
1+ —) = 1+ — ) — e
6n 6n

VR
+

[\

N] | =

~

N

™
W
—_
|
o
Nl

RS
—_
+

-

N——

(V]
S
.
I
/N

VRS
—_
+

Sk

N———
3
N——
=~

RS
—_
-+

|-

N———

|
1
S

3\" . . . «
4.143. | Legyena, = (1 + —) . A szamtani és a mértani kozEép kozti egyenlStlenséget alkalmazzuk
n

n darab 1 + — és egyetlen 1 szamra:
n

n+1 n+1 +n+1’

(1+3)+1
n n -
nﬂ( 3)_1< n _n+4_1 3

1+ =
n

majd (n + 1)-edik hatvanyra emeljiik a kapott egyenl6tlenséget. Igy a,, < an.i, vagyis a
sorozat szigortian monoton ndvekvd, ezért van hatarértéke. Minden részsorozatanak ugyanez

a hatarértéke.
3 3n 1 n\ 3
agn:<1+—> :<(1+—>> —>63,
3n n

igy a, — €.
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2 n+1 2 n
Legyen a,, = (1 — —> . El6szor tekintsiik az a; = (1 — —) sorozatot! Alkalmazzuk
n n

a szamtani és a mértani kozép kozti egyenldtlenséget n darab 1 — — €s egyetlen 1 szamra:
n

2\" n(l—2)+1 —9 2
wf(1_2) g nllz+t _n=2 .
n n-+1 n+1 n+1

Ezt (n + 1)-edik hatvdnyra emelve az a;, < a; ., egyenlStlenséget kapjuk. A szigordan
monoton ndvekvs (a?) sorozatnak van hatdrértéke, mely az (a,) részsorozat hatarértéke is.

(2 () )

ezért

Legyenek

5 3n+2 5 n
an—(l—i——) ,a;i—(l—i——) :
n n

Az utébbi sorozat szigortian monoton novekvd, melynek igazoldsara irjuk fel a szdmtani és

a mértani kozép kozti egyenldtlenséget n darab 1 4+ — és egyetlen 1 szamra:
n

=1
- n+1 +n—i—1

5 n 5 n+1
— <1+_> §(1+ ) |
n n—+1

Mivel minden monoton sorozatnak 1étezik hatarértéke, amely egyben a sorozat minden rész-
sorozatdnak is hatarértéke, igy

5 5n 1 n\ 5
a;n:(1+5—n) :((1+;>> —>€5,

ezért a’, — e°. Ebbdl kovetkezik

5 3n+2 5 n\ 3 5 2
an:(l—l——) :(<1+—) ) (1+—> — e,
n n n

5
NG n<1+—>+1 5
n+1 (1+_) _1< n . -
n
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4.146. | Legyenek

9 An+1 9 n
n — 1__ 7*: 1__ .
w(-5) e (m5)

Az (a}) sorozat szigorian monoton novekvd, mert a szdmtani és a mértani kozép kozti egyen-

I16tlenséget n darab 1 — 3 ¢és egyetlen 1 szdmra alkalmazva
n

2
- n(l——)—i—l
n+\1/(1_3> 1< 3n :1——2

3n n+1 3(n+1)

= (ea) = (i)

Minden monoton sorozatnak van hatarértéke, €s az egytttal a sorozat minden részsorozatanak
is a hatarértéke.

2 2
. . 9 2n . 1 3n\ 3 1\ 3 L
= — = - — - —e 3
2n ( 3~2n) ( ?m) - <e) €%

igy a; — e 3. Végiil

() ()Y ()

wloo

3.201 4 2.5 5\ 2 (2)"+10
4.147. (=) -2~
7.92n _ 5. 3n+l <4> 7_15'(%)71—“)0.
n— 25" _#—715_)_ 1
52n+1_3n4_5_3% E’

k

n e z z
mert — — 0, ha k valés szam és a > 1.
a

n 3n 1
3 +n3:n—n+nn73_>0
n" + 33 1+ 2L ’

n

) . 3 a
mert minden a valds szamra — = 0.
n
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VAR

545 14 ()"

hiszen ha k val6s szdm és |q| < 1, akkor n*¢™ — 0.

nl — 2" n! 3:: 2" ]
5 — 5 . fr _5 [ 1— _> OO,
1 +n 107 n° 10" n510" + 1 n 20m w5i0" + 1

n |
M Z n' Z e Z
ugyanis — — 00 €s — — 00, haa > 1 és k val6s szam.
n

a
n* Inn
4.152. | Ha |q| < 1, a > 1 és k tetszSleges valés szdm, akkor n*q™ — 0, — — 0, — — 0, ezért
am am
n210n+2 _ 3n2019 o 10 100 3n128i7 0. 100—0
52 4+ lnn 25 1+ n o

4.153.
n2" — 5t 2\" 1 /2\" 50
—_— = — — — —
32 9 2 \9 ’

hiszen ha |¢| < 1, akkor ¢" — 0 és ng" — 0.

99
2n99 _ n222n 27;1_71 _ 7’L2
1

4 An—1 n 3
2n* +3-4 2% + 3

— —00,

. P 7 nk
mert minden &k valds szamra o — 0.

n'% — /o (n%+1) _ 1000 100 B n_g - ﬁ 0
2n—1000 o on on on ’

. . P P nk
ugyanis minden & val6s szdmra _— — 0.

n n n2
4.156. \/_+4"1 2:%4_%1'%_35_)0
— 7n + n! STz 41 '
92 p33n — 92n—2 4n om3 (§)n_l 1
4.157. - . \4) 4 =2 ) = —x.
- a1 L1 > ( 4) o0

4 1 1
n n3+n4
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n n n n 3 (5)\" 8\™
aise,| VI o2m_nst 48 nx(5) -4 ()0
nl00 4 32n—1 n100+%.9n ngso —i—%

4.159.

4= /4 < Y22 4 30+ 41 = /4" +81-3"+ 1 < /83 -4,

majd a renddrszabdly szerint /227 4 374 41 — 4.

4.160.

. . . 8 /38
27 = V/33n < /2. 33t 4 8. 521 = \/6-27”+g-25"§ 27

melybdl a renddrszabély alapjan /2 - 337+ 4 8 . 52n—1 — 27,

4.161. | Trivialis felsd becsléssel

VT 328 — 93042 < /7. 32048 = (/7. 339,

és also becslés

/732043 9342 = {/7.33.9n — 4 .87 > /7-33.9n —4.9n = /7-33 — 4.9,

Tehat

VT3 —4-9 < /732043 _23nt2 < J/7.33. 9,

utdna a rendGrszabalyt alkalmazzuk, az eredmény

{1/7 . 32043 _ 93n+2 _y Q.

4.162.

9= /32 < /n8" 4+ 320 = /n8" + 97 < V2n - 9" = V2/n - 9.
/2 — 1és /n — 1, igy a rend6rszabaly szerint /n8" 4 327 — 9,

4
1
4.163. Z_” — 0, ezért a definici6 szerint £ = i-hez is 1étezik olyan N kiiszobindex, hogy minden

4

4n

1
< —. Ekkor

n > N indexre 5

1. [
4%§4 1—Z—n:\”/4”—n4§4

ezért a renddrszabadly alapjan kovetkezik /4" — n* — 4.



4. Sorozatok hatarértéke — Megoldasok 123 U

. 7z . ﬂ- 7 .o 7z P 7 pd 7 7 . .
Mivel vVn +2 — oo és lim arctgxr = 3 ezért a fliggvényhatdrértékre vonatkozé 4tviteli
T—r00

Vs
elv szerint arctg vn + 2 — 5

Bontsuk két sorozat szorzatara az eredeti sorozatot:
1\ 1\" 1
14+ — =(1+—-) - |1+—
n n n

1\" 1
<1%) —e és 14+-—1,
n n

1 n+1
(1 + —) — e.
n

-1
Legyen az a,, — a konvergencia definici6jaban ¢ = CLT > (. Van olyan N kiiszobindex,

Mivel

ezért a szorzat-szabdly szerint

melyre minden n > N index esetén

a—1 a+1 n a+1\"
la, —al < 5 :>an>T>1:>an> 5 — 0.

A renddrszabdly szerint a]) — 0.
Az a, — oo hatarérték definicigjdban P = 1-hez is van olyan NN kiiszobindex, melyre

minden n > N index esetén a,, > 1, ezért a;, > a,. Mivel a,, — 00, a rendSrszabdly szerint
a, — 0.

1—
Ha a,, — a, akkor |a,| — |a|. Az utébbi konvergencia definicidjdban ¢ = % > 0-hoz
van olyan N kiiszobindex, melyre minden n > N index esetén
1 —|al
n| < )
ol — lal] <+
ezért
1 1 "
0§|an\<#<l — 0§\a2|<(#) :
1 1 "
0 < # < 1 miatt < i |a|) — 0, ezért a rendGrszabdly szerint |a]!| — 0. Ezzel

ekvivalens a;, — 0.

Az (a,) sorozat tagjai egy indext6l pozitivak, igy ha (a)-nek van hatarértéke, az nemnegativ
valds szam vagy végtelen. Mindegyik lehet:
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4.205.

4.206.

1 1\" 1
— 1és(——=) =— o
* W es(c/ﬁ) n
e Haa > 0, akkor {/a — 1és ({/a)" = a — a.

e /n—1és(/n)" =n— oo
a, — 0.

Irjuk fel a szdmtani és a mértani kozép kozti egyetlStlenséget n — 2 darab 1 és két darab /0
tagra:

1§{L/‘:%-...-L\/ﬁ-\/ﬁg("_2>'nl+2\/ﬁ<1+%.

Ebbdl a renddrszabély szerint kovetkezik /n — 1.

Legyen el6szor a > 1. Fels6 becslésként a szamtani és a mértani kozép kozti egyenldtlen-
séget alkalmazzuk n — 1 darab 1 és egyetlen a tagra:

—-1)-1 -1
1§%:W1'”"1.a§(n)——l—a:1+a '

n n

Innen a renddrszabdly alapjan /a — 1.

1 1
Legyen most 0 < a < 1, ekkor — > 1. Erre az esetre mar belattuk, hogy % — 1, és ebbdl
a a

kovetkezik

1
— 1.
n/fl

Va =

Legyen a,, — a > 0, akkor ¢ = g-hdz is l1étezik olyan NV kiiszobindex, melyre minden

n > N index esetén

a a 3a a 3a
n—al <= &= 0<=-<a,< — <<= 0< {/=< Va, < {/—.
jan —af <3 g ST \/; =\
a .. ]3a . ~ . .
{L/g — 1és @/7 — 1, ezért a renddrszabdly szerint /a,, — 1.

Az ({/a,,) sorozat tagjai egy indextdl 1-nél nagyobbak, ezért ha van hatarértéke, az 1, 1-nél
nagyobb valds szam vagy végtelen. Mindegyik lehet:

e n—o0oés Yn— 1.

e Haa > 1, akkor a” — oo és vVa™ = a — a.
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4.212.

4.213.

4.214.

e " — 00 és \/n" =n — 0.

Az (¢/a,,) sorozat tagjai egy indextdl 1-nél kisebbek, igy ha van hatarértéke, az nemnegativ
valés szam és legfeljebb 1. Mindegyik lehet:

1 o1 1
o — —(0és{/—=——0.
nr nm n

e HaO < a < 1, akkor a” — 0 és v/a™ = a — a.
1 1 1

n

o — > 0és(/—= — 1.

n n  Yn

1 . . 4
(—) nullsorozat és (sinn) korldtos sorozat, ezért a szorzatuk nullsorozat.
n

1

i 1 1 sin
Smx:lés——>0,—7é0alapjén r— 1.
n n

lim

z—0 X 1

n

Az (a,) sorozat korldtossdga azt jelenti, hogy 1éteznek olyan Ky, K val6s szamok, melyekre
K; < a, < K, minden n index esetén. Legyen K = max{|K;|, | K|}, akkor

_KSKISG/?’LSKQSK - |an|§K

minden n indexre.

Ha |a,| < K minden n indexre, akkor — K alsé, K pedig fels6 korlatja a sorozatnak, tehét
(a,) korldtos.

Ha (a,) és (b,) korldtos sorozat, akkor létezik olyan K, és K}, val6s szdm, melyre minden
n index esetén |a,| < K, és |b,| < K,. Ezeket dsszeszorozva |a,b,| < K,K, minden n
indexre, tehat (a,b,,) korlatos.

1 n

Nem igaz, példdul a,, = 1, b, = —, n € NT korlétos sorozatok, de Z— =n,n € NT nem
n n

korlatos.

Igaz. Legyen a két konvergens sorozat a,, - A € Rés b, — B € R. A konvergencia

definicidja szerint minden € > 0 esetén, igy g—héz is 1étezik olyan N, pozitiv egész, melyre
minden n > N, index esetén |a,, — A| < %, valamint 1étezik olyan N, pozitiv egész, melyre
minden n > N, index esetén |b, — B| < % Ekkor a hdromszog-egyenltlenség alapjan
minden n > max{N,, N} indexre

€

2:8.

[(@n +bn) = (A4 B)| < |an = Al + b — B| < 5 +
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Igen, igaz. Indirekten bizonyitjuk: ha a ¢, = a, + b, sorozat konvergens lenne, akkor a
b, = ¢, — a, is konvergens lenne, pedig a feltevés szerint divergens.

Nem igaz. Példaul

ap = (—1)" = 1, hanpe:lros, & by = (—1)™! = -1, hanpejlros,
—1, han pératlan 1, ha n pératlan

divergens, de (a,, + b,,) a 0 konstanssorozat, ami konvergens.

Nem igaz. Példaul

Gy = by = (—1)" = {1, ha n paros,

—1, han pératlan

divergens, de (a,b,) az 1 konstanssorozat, mely konvergens.

Igaz. Legyen a két konvergens sorozat a,, - A € Rés b, - B € R. A (b,) sorozat
konvergens, ezért korldtos, tehat van olyan K valds szam, hogy minden n indexre |b,| < K.
A konvergencia definicidja szerint minden € > 0-hoz létezik olyan N, pozitiv egész, melyre
minden n > N, index esetén

€
n— Al < 50—
lan = Al < 5751
valamint létezik olyan N, pozitiv egész, melyre minden n > N, index esetén
€
b, — B| < ——.
| | 2(|Al+ 1)

Ekkor a hdromszog-egyenl&tlenség alapjan minden n > max{N,, N} indexre

|anbn — AB| = |(an — A)byp + A(by — B)| < |an — Allba| + |Al|bx — B| <
&
2(K + 1)

9 19 g
KA <SS
A S 2 T2

Nem igaz. Példdul a 0 konstanssorozat konvergens és (n) divergens sorozat, a szorzatuk
pedig a 0 konstanssorozat, mely konvergens.

1
Olyan ellenpélda is van, ahol a konvergens sorozat egyik tagja sem nulla. Péld4ul (—2)
n

konvergens és (n) divergens, de a szorzatuk (1/n), amely konvergens.

Nem ekvivalens. Példaul az

{ b, han péros
a?’L = ,
n, han pératlan
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4.236.

4.237.

4.238.

4.239.

4.240.

4.241.

4.242.

4.243.

sorozat divergens, de igaz ra az éllitas akarmilyen € > 0 esetén is.

Megjegyzés: Az allitds pontosan akkor igaz, ha a sorozatnak van korlatos részsorozata.

Legyen P > 0.
log,n > P <= n>a"

szerint a log, n — oo hatérérték definiciéjdban P-nek megfelel a N = [a”] + 1 kiiszobindex.

Legyen P > 0.
¥n>P < n>P"

alapjan a /n — oo hatérérték definiciéjdban P-hez vélaszthatjuk a N = [P*] + 1 kiiszobin-
dexet.

A hatérérték definiciéjaban barmely P > 0-hoz megfelelé a N = [v/P] + 1 kiiszobindex.

Irjuk fel a Bernoulli-egyenl&tlenséget:
a"=(1+(@—-1)">1+n(a—1).

Legyen P > 0.
P—-1

l+n(a—1)>P < n> 1
a/_

= a" > P,

P—
tehdt az " — oo hatarérték definicidjdban P-hez valaszthatjuk a N = [—1} + 1 kiiszo-

bindexet.

n! > n szerint a hatarérték definicijaban barmely P > 0-hoz megfelels N = [K] + 1.

n™ > n alapjdn a hatdrérték definici6jdban barmely P > 0-hoz vdlaszthatjuka N = [K] + 1
kiiszobindexet.

Mivel {/n — 1 és a log, fiiggvény folytonos az 1 helyen, ezért

1
%Ball _ log, ¥/n — log, 1 =0.

El6szor k = 1 esetén igazoljuk az éllitast: Ha n > 2, akkor a binomidlis tételbdl kovetkezik

n n 2 1
no__ _1 1n _12.17172 e .
e ) L e R R = =t

. P p . n
igy a renddrszabaly szerint — — 0.
aTL
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Ha k > 1 pozitiv egész, akkor az el6z6 eset alapjan 7 — 0, ezért

(Va)
pr = (W) — 0.

4.244. | Legyen N > a rogzitett pozitiv egész. Han > N, akkor

av  a a a a a _aV a ao¥t o oa
o< —==—--... =~ =< —=-1...1-— = - =,
n! 1 N N+1 n—1 n~— N! n N!' n
ezért a renddrszabdly szerint a_' — 0.
n!
4.245.

1 2 1

O<£:_._. ES_’

n n no-n

igy a rendGrszabalyt alkalmazva RN 0.
nTL

4.253.| a, = b, = n.
4254.| a, =n+5,b, =n.
4.255.| a,=n,b, =n+ 1.
4.256. | a, = 2n, b, = n.

4.257.| a, = n, b, = 2n.

4.258. | a, =n+ (—1)", b, = n. A rend6rszabdly szerint kovetkezik a,, — oo, mert

an=n+(—1)">n—1.
1
4.271.| a, =0,b, =nvagya, = —, b, = n.

s
n2

4272.| q, = 2i b, = n.

S

4273.) a, - L0, —n.
n
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4275.] 0, = —2.b, = n.
n
1
4.271.| a, = =, b, = n?
n

4278.) a, — — 2. b, =2
n

4279.) o, =

4.283. | Mivel a,, — 2, ezért van olyan N, hogy n > N esetén 1,5 < a,, < 3. Ezért N-t5l kezdve

a’ >15" 500 é 1< /15< a, < V3—1.

Tehat a rendSrszabdly szerint a], — oo és Va,, — 1.

4.288. | Mivel mindhdrom sorozat végtelenhez tart, ezért valahonnan kezdve a sorozatok tagjai pozi-
tivok (nem nullak).

A sorozatok nagysdgrendjének definicidja szerint

Ezért a szorzat-szabdly szerint

4.297. | Nincs. Mivel \/n — oo, ezért a sorozat minden részsorozata divergens (— 0o).

4.298. | A négyzetszamokbdl 4ll6 részsorozat tagjai mind nulldk:

VI = |[Vi2| =k -k =0,

4.305. | Igen, mert ha konvergens lenne, akkor minden részsorozata is konvergens lenne.

4.309.
Ve e RT IN e NTVm,n € Nt (m,n > N = |a,, — a,| < e).

4.310.
Je e R" VN € Nt Im,n € N* (m,n > N Ala,, — a,| > ¢).



4. Sorozatok hatarértéke — Megoldasok 130 U

4.311. | Legyen e > 0. Olyan N kiiszobindexet keresiink, melyre minden m,n > N index esetén
1 1

m n

<e.

A hiromszog-egyenlétlenség alapjan minden m,n > N indexre

1 1 1 1 2
<4<
m n|l~_m n- N
ezért
—<eg < N> -
€

2
esetén teljesiil a kivant egyenl6tlenség. Tehat e-hoz N = {—} + 1 megfelel kiiszobindexnek.
€

4.316. | A Cauchy-kritériumot hasznéljuk. Legyen £ > 0 tetszSleges, N pedig olyan, hogy n, m > N

esetén
1
< E.
n4+m
114 1 ) 1 1 1
Példaul N = — megfelel, hiszen ha n, m > NN, akkor < — < — = ¢. Ekkor
€ n+m n N
lay, — am| < <e.
n—+m

4.321. | Ha a hatdrérték az a valds szdm, akkor as, — a azt jelenti, hogy minden £ > 0-hoz van
olyan N; kiiszobindex, melyre minden n > N; index esetén |as, — a| < €. ag,—1 — a
pedig azt jelenti, hogy minden £ > 0-hoz van olyan /V; kiiszobindex, melyre minden n > Ny
index esetén |ag,_1 — a| < €. Kovetkezik a,, — a, mert ha n > max{2Ny, 2N, — 1}, akkor
la, —a| <e.

4.327. | Konnyen lathaté (példdul indukciéval), hogy a sorozat minden tagja pozitiv. Ezutdn teljes
indukcidval belétjuk, hogy 2 < a,. Ez n = 1 esetén igaz. Ha n-re igaz, akkor

Gpi1 = V20, >V2-2=2.

Most mar azt is belathatjuk, hogy a sorozat (szigordan) monoton csokken:

2
n

Uni1 = V2a, < a, <= 2a, < a, < 2<ay,.

Tehat a sorozat konvergens. Jelolje a hatarértéket a. Ekkor

a = lim a, = lim v/2a, = ,/lim 2a, = V2a.
n—oo n—oo n—oo

Tehat a = v/2a. Mivel a > 2, ezért a # 0 és igy a = 2.
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Teljes indukciéval kovetkezik a,, = 2""! minden n indexre, ezért a,, — 0o.

Teljes indukcidval kovetkezik a,, = n! minden n indexre, ezért a,, — oc.

Eldszor teljes indukcidval igazoljuk, hogy a sorozat szigortian monoton novekvd. a; =1 <
V'3 = a,. Tegyiik fel, hogy valamely n-re a,, < a1, akkor

Up < Qpy1 == 240, <24 ap1 = V2+a, < /24 any1,

tehat Upt1 < Apya.

Most szintén teljes indukcidval belatjuk, hogy a sorozatnak 2 felsd korlatja. a; = 1 < 2.
Tegyiik fel, hogy valamely n-re a,, < 2, akkor

Une1 = V2 +a, <V2+2=2.

A sorozat szigordan monoton novekvo és feliilr6l korldtos, ezért konvergens. Legyen a =
lim a,, és képezziik a rekurzié mindkét oldalanak hatarértékét!
n—oo

ni1 =V2+a, — a=V2+a = a’—a—-2=0.

Az egyenlet megoldésai a = 2 és a = —1, ezek valamelyike a hatdrérték. A nemnegativ tagu
sorozat hatarértéke is nemnegativ, igy a,, — 2.

Teljes indukcidval megmutatjuk, hogy a sorozat szigorian monoton csokkend. a; = 3 >

V5 = ay, és ha valamely n-re a,, > a1, akkor /2 + a,, < \/2 + a, 11, tehdt a,, 11 < a,1o.

Azt is teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy a sorozatnak 2 alsé korldtja. a; = 3 > 2, az
indukcids 1€pés pedig

U > 2 = Qi1 =V2+a, >V2+2=2.

Szigordan monoton csokkend és alulrdl korlatos a sorozat, tehdt konvergens. Legyen a =
lim a,. Vegyiik a rekurzié mindkét oldaldnak hatarértékét, az eredmény
n—oo

a=+vV2+a.

A két megoldas a = 2 és a = —1, ezek egyike a hatarérték. A nemnegativ tagi sorozat
hatarértéke is nemnegativ, igy a,, — 2.

Teljes indukcidval igazolhatjuk, hogy a sorozat szigordan monoton ndovekvd, valamint azt is,
hogy 3 felso korlatja. Ezek alapjan a sorozat konvergens. Mivel a sorozat nemnegativ tagu,
a rekurzié mindkét oldalanak hatarértékét véve kovetkezik a,, — 3.
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4.337.

4.338.

A sorozat szigortian monoton csokkend és alsé korldtja 3, mindkett6t teljes indukcidval iga-
zolhatjuk. Tehat konvergens a sorozat, emellett nemnegativ tagd. Ha a rekurzié mindkét
oldalanak hatarértékét képezziik, az a,, — 3 eredményre jutunk.

. o 4
Minden tag pozitiv, hiszen a,, > 3"

El6szor teljes indukcidval igazoljuk, hogy a sorozat szigorian monoton novekvd. a; = 1 <
5 = o Tegyiik fel, hogy valamely n-re a,, < a1, akkor

1 1
0<a, <apy1 = é(ai +38) < E(CL?LH +8),

vagyis an41 < Gpo.

Azt is teljes indukcidval 1atjuk be, hogy a sorozatnak 2 fels6 korldtja. a; = 1 < 2. Tegyiik
fel, hogy valamely n-re a,, < 2, akkor

(4438) =2.

[ NN

1
0<a,<2 = anH:g(ai—i—S)g

A sorozat szigordan monoton novekvo és feliilr6l korldtos, ezért konvergens. Legyen a =
lim a,, majd képezziik a rekurzié mindkét oldalanak hatéarértékét:
n—oo

1 1
Gn+1:6(&i+8) — azé(a2+8) — a’ —6a+8=0.

Az egyenlet két gyoke a = 2 és a = —4, ezek kozott van a hatarérték. A pozitiv tagu sorozat
hatarértéke nemnegativ, ezért a,, — 2.

A sorozat pozitiv tagu. Teljes indukcidval bizonyithatjuk, hogy a sorozat szigorian monoton
novekvo és 2 also korlatja, ezért konvergens. Ha a rekurzié mindkét oldalanak hatarértékét
képezziik, a kapott egyenlet pozitiv gyoke a hatarérték: a,, — 2.

A sorozat szigortian monoton ndvekvd, ezt teljes indukcidval bizonyithatjuk. Ezutdn indirekt
moédon igazoljuk, hogy a sorozat divergens. Tegyiik fel ugyanis, hogy a sorozat konvergens,
és legyen a = lim a,,. Képezziik a rekurzi6 mindkét oldaldnak hatarértékét:

n—o0

1 1
Upyq = 6(@%—1—8) — a= 6(a2—|—8) = a=2vagya= —4,
ezek valamelyikéhez konvergdl a sorozat. Viszont a; = 5 és (a,,) szigortian monoton novek-
v0, igy a hatarértéke legalabb 5, ezzel ellentmondasra jutottunk. Tehat a sorozat szigorian
monoton ndvekvd és divergens, vagyis a,, — 00.
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12

4.339. | Teljes indukci6val igazoljuk, hogy a sorozat szigortian monoton névekvs. a; = 0 < — =

13
a2, majd tegyiik fel, hogy valamely n-re a,, < a,11, akkor

1 1
ap < py1 = a <ad, = 1—3(ai +12) < E(aiﬂ +12),
tehat Upt1 < Api2.

Ezutan ismét teljes indukcidval megmutatjuk, hogy a sorozatnak felsé korldtjal. a; =0 < 1,
és ha valamely n-re a,, < 1, akkor

1 3 1 3
i1 = —=(a, +12) < —(1"+12) = 1.

(a,,) szigordan monoton novekvd és feliilr6l korldtos, ezért konvergens. Legyen a = lim a,,
n—oo

majd képezziik a rekurzié mindkét oldaldnak hatdrértékét:

1 1
an+1=1—3(ai+12) = a:1—3(a3—|—12) — a® —13a+12=0.

A harmadfoki egyenlet egyiitthatéinak 9sszege 1, tehat 1 gyoke az egyenletnek, igy az (a—1)
gyoktényezd kiemelhetd:

0=a*-13a+12=(a—1)(a® +a—12).
A maésodfoku tényezd gyokei —4 és 3, ezért a harmadfoku egyenlet gyokei —4, 1 és 3, ezek

egyike a hatarérték. A sorozat nemnegativ tagu és fels6 korlatja 1, igy a,, — 1.

Teljes indukciéval beldthatjuk, hogy (a,,) pozitiv tagd. A sorozat szigortian monoton novek-
vO, hiszen minden n indexre

Apal = Ap + ——— > a,.
n+ n CL%—{—l mn

Uténa indirekt médon igazoljuk, hogy a sorozat divergens. Tegyiik fel ugyanis, hogy konver-

gens, és legyen a = lim a,. Képezziik a rekurzié mindkét oldaldnak hatéarértékét:
n—oo

1
:> = .
ad +1 ¢ a+a3+1

Qp4+1 = Qn +

mely ellentmonddésra vezet, hiszen

# 0. Tehat a sorozat szigordan monoton novekvo
o ] a’ +1
és divergens, ezért a,, — o0.

A sorozat alulrdl korlatos €s alsé korlatja min{\/a, 1}, mert a; = 1, majd a szdmtani és a
mértani kozép kozti egyenlStlenség alapjan

1 a a
an+1:_(an+_)2 an'_:\/a'
an

2 an,
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A sorozat a masodik tagtdl kezdve monoton csokkend, mert n > 2 esetén

1/a a—a2
a —ap==|——a, | = < 0.
n+1 n 2 (an n) 2an -~

(a,) a mdsodik tagtdl kezdve monoton csokkend és alulrdl korldtos, ezért konvergens. Le-
gyen A = lim a,, akkor A > min{ /a,1} > 0. Képezziik a rekurzié mindkét oldaldnak
n—oo

hatarértékét:

1 a 1 a

A nemnegativ tagi sorozat hatérértéke is nemnegativ, igy a,, — +/a.

Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenlStlenséget:

1 ,
pi1 = = an—l—an%—g Z3an~an~i:(‘/5.
3 a? a?
Mivel a; = 1, a sorozatnak als6 korlatja min{+/a, 1}.

1 < a ) a—a
Aps1 — Ap = — —a, ) =
1 3 \ban?

ezért (a,) a masodik tagtdl kezdve monoton csokkend.

A fentiek szerint a sorozat konvergens. Legyen A = lim a,,, akkor
n—oo

A > min{v/a,1} > 0.
Vegyiik a rekurzié mindkét oldalanak hatarértékét:

a

) = A=V

1 1
an+1:§(2an+%) — A:§<2A+

igy a,, — /a.

Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozép kozti egyenl6tlenséget £ — 1 darab a,, és egy

darab
) > klak-1. ¢ = va
= n ak—1 :
n

Mivel a; = 1, a sorozatnak alsé korldtja min{/a, 1}.

1 a a—ak
an—f—l_an:E F—an = gk <0,

n

szamra:

(an)k’—l

1
Gns1 = 7 ((k‘ — Da, +

a
k—1
a?’l
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igy (a,) a méasodik tagtdl kezdve monoton csokkend.

Az elGbbiek alapjan a sorozat konvergens. Legyen A = lim a,,, akkor
n—oo

A > min{¥/a,1} > 0.

Tekintsiik a rekurzié mindkét oldalanak hatarértékét:

- :%((k—naﬁ#) — A:%((z@—mu#) — 4= Va
A sorozat pozitiv tagi, ezért A = /a, vagyis a, — a.
nh_)IIolo b = oo. Lasd a 4.283. feladatot.
Az (%) nullsorozat mértanik6zép-sorozata is nullsorozat:
11 1 1
G, =\ TR Ry — 0

Mis megoldas:

1
Mivel {/n! — oo (ldsd a 4.135. feladatot), rogton kovetkezik —— — 0.

n!

Harmadik megoldas:

El6szor teljes indukcidval megmutatjuk, hogy
n! > <E) , n€NT.
e

Ez n = 1-re nyilvanval6. Tegyiik fel, hogy n-re igaz, akkor

(n+ 1)l =m+1nl>n+1) (ﬁ>” > (“ 1)%17

(& (&

ahol az utols6 egyenl6tlenség indokldsa:

(n+1) (Z)n> (nzl)nﬂ = e> (nzl)”

Ezutan

X 1
€s a renddrszabily szerint —— — 0.

Ul
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1\" .
4.353. | Az <1 + —) sorozat hatarértéke e, a mértanikdzép-sorozatanak ugyanaz a hatarértéke:
n

. ' 1\’ 1\" VT 32 (n+1)"
n=A1+2) (1+2) o (1+=) =55
) (o) () =5 B

n-+1 .
= e.
vn!
Ebbdl kovetkezik
n n+1 n

€.

Gnl Wl
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5. Fiiggvények lokalis és globalis tulajdonsagai

Ha a halmaz az f valds fiiggvény grafikonja, akkor
{(z,f(x)) eERxR:x € D(f)} ={(z,y) ERxR:2? — 22+ 5> = 0}.

Nincs ilyen f fuiggvény, mert (1,1) és (1, —1) is eleme a feladatbeli halmaznak.

Az f fiiggvény grafikonja {(x, f(x)) : = € D(f)}, ahol minden elem legfeljebb egy rende-

zett par els6 eleme. Nincs alkalmas fiiggvény, mert (0, 0) és (0, 7) is eleme a halmaznak.

Mivel f(0) = f(1) = 0, igy nem injektiv a fiiggvény.

f1<x):_x7 D(fl) =R,
f2(x) =V1- .’ﬂQ, D(fZ) = [07 1]7

fila) =1, D(fs) =B\ {0}

is megfeleld.
A fiiggvény nem injektiv, mert példaul f(2) = f(4) = 1, igy nincs inverze.

A fiiggvény injektiv, az inverze

fH @) =3V, D(f7") =[0,00).

A fiiggvény injektiv, az inverze

_ r—1 _
1@ = {55 DU =R
A fiiggvény injektiv, az inverze
-1 /1 -1
@ =5 (- +3). DU =R\ {0}

A fiiggvény injektiv, az inverze

fH @) ==V, D(f') = [1,00).
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5.10.

S.11.

S5.12.

5.13.

5.18.

(fog)(x) =2"+4, D(fog) =R,
(90 f)@) = @@+ 42, Digof)—R

(fog)(z) =In(-z—1), D(fog)=(-00,-1),
(go f)(z) =In(=z) +1, D(go [f)=(-00,0).

D)= e = [y DU =

(fo f)o f)lw) = L D((fofef) =R
a <<>>

(fo(fo)(x) = ! D(fo(fof)=R

D((fog)o
={zxeD

h) ={x € D(h) : h(z) € D(fog)} =
(h) : h(z) € D(g) és g(h(x)) € D(f)},
D(fo(goh))={z € D(goh):(goh)(z) € D(f)}=
={z € D(h) : h(z) € D(g) és g(h(x)) € D(f)},
tehat D((fog)oh) = D(fo(goh)).

Ezutdn a kozos értelmezési tartomany minden x elemére
((fog)oh)(z) = (fog)(h(x)) = flg(h(x))),
(fo(goh))(x) = f((goh)(z)) = flg(h(x))),
vagyis ((f o g) o h)(z) = (f o (g0 h))(z).

Legyen 0 < a < ¢ < b tetsz6leges. Be kell latnunk, hogy

V- \a

Ve> ——(c—a)+Va,
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- -
) b
= N

&
)
-

5.23.

6

e o
)

(\°]
~

]
)
=

5.29.

!

5.3

5.32.

azaz, hogy
Ve—va _ vVb—ya
c—a ~— b—a
Egyszerisités utdn . .

Verva S Vit a

Az egyenl6tlenség atrendezése utan
Vhb+va>e+va <~  Vb> /e

Ez utébbi egyenlbtlenség igaz, mivel a /x fiiggvény (szigordan) monoton nd.

Megjegyzés: a bizonyitdsbol az is kideriilt hogy az /x fiiggvény szigordan konkdv. Ehhez
csak a megfelels helyeken szigord egyenldtlenséget kell irnunk a bizonyitasban.

Ye>036>0Yz € D(f) (0< |z —a| <6 = |f(z) — L] < e).
Je> 0¥ >03w e D(f) (0< |z —al <3 A|f(z)— L| > e).
YVLERI >0V > 03z € D(f) (0< |z —a| <OA|f(x)— L] > e).
YP>030> 0%z € D(f) (0< |z —a| <6 = f(z) > P).

AP >0V6 > 03z € D(f) (0< |z —a| <A f(z) < P).

Ve > 03P <0V € D(f) (x < P => |f(2) — L| < ).

Je>0¥P <03z € D(f) (x < PAl|f(z) — L] > e).

Ve > 036> 0z € D(f) (|r —a| <6 = | f(z) — f(a)| < ).

Je>0V0 >03dz € D(f) (|lx —a| <o A|f(x) — fla)|] > ¢).

Igaz, mert az (n) sorozat végtelenhez tart, igy alkalmazhatjuk a végtelenbeli hatarértékre
vonatkoz6 4dtviteli elvet:
n—oo = lim f(n)="1.

n—oo

Hamis, hiszen n? — oo és az f fiiggvény végtelenbeli hatdrértékére vonatkozo atviteli elv
alapjan
n* — oo = lim f(n?) ="7.

n—oo
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Igaz, mert \/n — oo, igy az f fiiggvény végtelenbeli hatdrértékére vonatkozé atviteli elv

kovetkeztében

Vn — 00 = le f(Vn)=T.

1 o .
Igaz, mert — — 0 és az f fiiggvény 0-beli folytonossdgara vonatkozé atviteli elv szerint
n

S541.

%—>0 = f(%)—u“(o).

Legyen
1 1

n = /2 + 2nw’ Yn = —7/24 2nm

Kaptunk két 0-hoz tarté sorozatot, amelyekre a fiiggvényértékek két kiilonbozd konstans

sorozatot alkotnak: ) )
sin— =1 és sin— = —1.
Ty Yn

Legyen (z,) egy tetszSleges a-hoz konvergélé sorozat. Meg kell mutatnunk, hogy

9(f(zn)) = g(f(a)).

Mivel f folytonos a-ban és x,, — a, ezért az atviteli elv szerint

f(@n) = yn = fla).

A g fiiggvényre is alkalmazhatjuk az atviteli elvet az f(a) pontban, és igy

(g0 f)(xn) = 9(f(zn)) = g(yn) — f(a).

Legyen p > 0 egy (pozitiv) periddus, a és b pedig két olyan valds szam, amelyre f(a) # f(b).
Ekkor

Tn = atn-p = o0, f(a) = f(zn) = fla),  yn=btn-p— 00, f(b) = flyn) = [(b).

Az (z,,) és az (y,) sorozatok végtelenhez tartanak, de a fiiggvényértékek sorozatinak hatar-
értékei kiillonbdznek, tehét az atviteli elv szerint lim f(x) nem 1étezik.
T—r00

Indirekt médon mutatjuk meg, hogy a hatarérték nem létezik. Tegyiik fel ugyanis, hogy

lim sinz = L. Ekkor a hatarértékre vonatkoz6 atviteli elv alapjan
T—00

nwt — oo = sin(nr) =0—L = L =0,
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5.68.

5.69.

5.70.

és hasonldan
1 . 1
<2n+§)7r—>oo — 81n(2n+§>ﬂ:1%l} — L =1,
ami ellentmondas.

1
A hatarérték nem létezik, amit indirekt médon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy lim cos — =

z—0t x
L. Tekintsiik a kovetkezd két sorozatot:
1 1
Tr,=— — 0" = cos— =cos(2nm)=1—1,
2nm Tn
valamint
L 0t — cos— = cos|(2n+ )] = 1 — —1
n = cos — = cos|(2n T = — —1.
Y (2n+ 1w Yn,
Ezekbdl a 0-beli jobb oldali hatarértékre vonatkozé atviteli elv szerint L = 1és L = —1

kovetkezik, ami ellentmondas.

Mivel

0<

1
xsin—‘ <l|z|, x €R, z#0,
T

. - 1
ezért a renddrszabdly alapjan kovetkezik lim xsin — = 0.
z—0t x

Létezik. Rendezziik nulldra az egyenletet, és legyen

™

f(z) =xsinz — %, D(f) = [O, 5} .

Ez a fiiggvény folytonos, valamint f(0) = —Z <06és f (g) = % > (), ezért a Bolzano-tétel
s

alapjan létezik olyan ¢ € (0, 5 >, melyre f(c) = 0, vagyis csinc = %
Igen, példaul
0, hal <z <2,
flz) =
1, haz=0vagy2 <z <3.

Nincs ilyen fiiggvény, ezt indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy f rendelkezik a

1
feladatbeli tulajdonsdagokkal, akkor minden n pozitiv egészre f (—) = 0. A fiiggvény
n

folytonos 0-ban, ezért a folytonossdgra vonatkozé atviteli elv szerint

L0 = g (5) 2 s0 20
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1
ami ellentmond annak, hogy az ( f (—)) nullsorozat hatarértéke 0.
n

A Bolzano-tétel kovetkeztében a fliggvény értékkészlete intervallum. A Weierstrass-tétel

szerint a fliggvénynek van legnagyobb értéke és van legkisebb értéke, ezért az intervallum
korlatos €s zart.

Minden korldtos zart intervallum megfelels. Ha D(f) = [a, b], akkor a [c, d] intervallum
példaul az
d—c
f(x):b (x—a)+c¢, a<x<b
—a

fliggvény értékkészlete.

A Bolzano-tétel alapjan az értékkészlet intervallum. Minden nem iires intervallum lehet az
értékkészlet. Az aldbbiakban erre adnak példdkat az f; fiiggvények, ahol legyen D(f;) =
(a,b),i=1,...,9.

Korlétos nyilt intervallum:

fita) = = Sa—a) e, RUR) = (e.d).
A

(6N 7

ISWe Y

Korlatos zart intervallum:

cLh

QP
G
v

Korlatos alulrdl nyilt, feliilrdl zart intervallum:

_Alc—d) x_a—l—b 2 e
Ao = g (o= 150) e RU = e
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o U
L 1
< m]

\%

ISl Y
S

Korlatos alulrdl zart, feliilr6l ny{lt intervallum:

fi() = Md=¢) (x—“;b) Ve, R(fa) =[c.d).

(b — a)?
N
d~
c U v
( ATRN
\ J 7
a b

Alulrél korlatos és nyilt, feliilr6l nem korlatos intervallum:

Jo(a) = bix —ﬁﬂ, R(fs) = (¢, 0).

)
[ N\
\ 7

lan)
(N>
WV

o

Alulrél nem korlétos, feliilrdl korlatos és nyilt intervallum:

@) = 5 — s R(fy) = (—00,d).

QU
AY
7
/

QA

/
S
\4
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Alulrdl korlatos és zart, feliilrdl nem korlatos intervallum:

falz) = ‘tg (bfa <x— “;b)>’+c, R(fs) = [¢, 00).

N
cu \/
( 3N
\ J 7
b

a

Alulrél nem korlatos, feliilrol korlatos és zart intervallum:

) == (52 (o= 550))| + o At = (-o0udt

N
dm
: /\ >
a/ \b
A valos szamok halmaza:

folx) = tg (bia <x— a;b)>, R(fo) =R.

N

b
\ %4

r
\
a

Ve>030>0ve e D(f)Vy € D(f) (lr —yl <6 = |f(z) = f(y)| <o),

masképpen

5.82.

Ve > 036 > 0Y(x,y) € D(f) x D(f) (Jx —yl < 6 = |f(2) — F(y)] < 2.
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5.83.

5.84.

5.85.

5.86.

5.88.

Je>0V6> 03z € D(f) Iy € D(f) (Jo —y[ <A [f(2) = f(y)] =€),

masképpen

32> 0V6>03(z,y) € D(f) x D(f) (lz —yl <A |f(z) = fy)] = &)
Egyenletesen folytonos a fiiggvény, mert a definiciéban € > 0-hoz barmely 6 > 0 megfeleld.
f egyenletesen folytonos, mert a definiciéban € > 0-hoz § = € megfeleld.

A fliggvény egyenletesen folytonos, mert x,y > 2 esetén

Y,

1_1‘:\$—y\§_$_
oyl fallyl T4

ezért a definicidoban € > 0-hoz vélaszthatjuk a ) = 4¢ szdmot.

Indirekt médon bizonyitjuk, hogy a fiiggvény nem egyenletesen folytonos. Tegyiik fel, hogy
f egyenletesen folytonos. Legyen

1 1
Tp = —, n — s
n Y n-+1
akkor
| \ ! < ! <6
Tpn — Yn| = 5 )
Y n(n+1) n?
1
han > —. Az ilyen indexekre
Vo Y
1 1

[f(2n) = f(yn)| =

=|n— 1) =1.
e B URCRY]

Masrészt az egyenletes folytonossdg definicidja szerint ¢ = 1-hez is létezik olyan § > 0,
melyre minden z,y € (0, 1) esetén

v =yl <o = [f(x) = Fly) < 1.

. 1
Ez ellentmondast ad, amikor x = x,,, y =y, ésn > —.

Vo

Indirekt médon igazoljuk, hogy f nem egyenletesen folytonos. Tegyiik fel, hogy mégis
egyenletesen folytonos. Legyen

2
on+1’

1
Tn = — Yn =
n
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akkor
| | 1 2 1 - 1
Tp —Yn| = |— — = P
Y n 2n+1| n@2n+1) 2n?
tovabba
T oo n
|f($n)_f(yn)|: smx——sm— :|O_(_1) |:1

Viszont az egyenletes folytonossag definicigjaban € = 1-hez is van olyan ¢ > 0, melyre
@ —yl <8 = |f(2) - fy)| < L.

1
Han > ——, akkor

V26

. T . T
Sl — — S1n —

1
Ty —UYn] < =— <d =
T Un

on2 <1,

ami ellentmondas.

S.89. | Indirekt médon latjuk be, hogy f nem egyenletesen folytonos. Tegyiik fel, hogy f egyenle-
tesen folytonos. A definicid szerint ¢ = 2-hoz is 1étezik olyan 6 > 0, hogy

|z —y| <6 = [sina® —siny?| < 2.

xnzﬁ/g+2mr, yn:1/—g+2nﬂ,
]mn—yn]:\/g+2n7r—\/—g+2mr:

(/3 +2nm — /=5 +2n) (/5 + 207 + /=5 + 2n)

Legyen

akkor

\/§+2n7r+\/—7—2r+2n7r

T T [
< < —.
Z—i—2n7r—i— —E+2n7r Z—i—2n7r 2n
2 2 2

Han > lz, akkor |z, — y,| < 0, ezért a fiiggvény egyenletes folytonossagabol kovetkezik
2

n_

El6szor a haromszog-egyenltlenséget alkalmazzuk:

[f(z) = ()] = [(z —y) + (sinz —siny)| <[z —y| + [sinz —siny],

sinz? — siny?| < 2. Viszont sin 22 = 1 és siny? = —1, ami ellentmonddst eredményez.
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majd az utolsé tagot trigonometrikus azonossag alapjan becsiiljiik:

r—y

|sinz —siny| = 2 |sin :

_yHcosx—i_y‘ <2-

ugyanis
|sinz| < |z|, z € R.
Az eredmény
[f(x) = F(y)| < 2]z =y,
majd innen a definicié alapjan kovetkezik, hogy f egyenletesen folytonos, mert € > 0-hoz
0= g megfeleld.

5.91. | Megmutatjuk, hogy a fiiggvény egyenletesen folytonos.

flx) = fW) =" —y?| = |z —yllz+y| < 2- 10"z —y],
g

5107 Szamot.

ezért a definiciéban € > 0-hoz vélaszthatjuk a § =

Mis megoldas:

A Heine-tétel kovetkeztében az | folytonos fiiggvény a [—107,107] korldtos zért interval-
lumon egyenletesen folytonos, igy egyenletesen folytonos annak (—107,107) részhalmazan
is.

S5.92. | A fiiggvény nem egyenletesen folytonos, amit indirekt médon igazolunk. Tegyiik fel, hogy
f egyenletesen folytonos. Legyen

Iy, ="n, yn:n+_7
n

ekkor
|f(2n) = fyn)| =

Ezért az egyenletes folytonossag definicidjaban legyen ¢ = 2. Ehhez létezik olyan 6 > 0,

hogy
lz—yl <6 = [f(z) - fly)] <2

1 1
Masrészt |z, — yn,| = — < 0, han > 5 Ilyenkor |f(z,) — f(yn)| < 2, ami ellentmond a
n

minden 7 indexre érvényes als6 becslésnek.

Haszndljuk fel a kovetkez6 becslést:

f(x) = f(y)] = |(z — ) (2® + 2y + y?)] <3(6-10%) |z —y].
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SOBL

5.96.

5.97.

3

Ebbdl a definici6 alapjan latjuk, hogy f egyenletesen folytonos, mert e > 0-hoz § = W

megfeleld.

Mis megoldas:

A Heine-tétel szerint az f folytonos fiiggvény a [0, 6-10?%] korlétos zart intervallumon egyen-
letesen folytonos, ezért annak minden részhalmazén egyenletesen folytonos, igy [0, 6-10%)-n
is.

Nem egyenletesen folytonos a fiiggvény, ezt indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel ugyanis,
hogy f egyenletesen folytonos. Legyen

1
Tp =N, Yo =1+ —,
n

1\
n3—<n+—>
n

Az egyenletes folytonossag definicidja szerint az ¢ = 3 szdmhoz is létezik olyan 6 > 0,
melyre

ezekkel

£ () — Flun)] = 34 % + ni 3

v =yl <6 = [f(x) = Fly)] <3

1 1
Masfeldl |z, — y,| = — < d, han > —, amibdl kovetkezik | f(x,) — f(y,)| < 3, végill ez
n

ut6bbi ellentmond a kordbban kapott alsé becslésnek.

A [0,100]-ra kiterjesztett D(f) = [0, 100], f(x) = /x fiiggvény korlétos zart intervallumon
értelmezett és folytonos, ezért a Heine-tétel alapjan egyenletesen folytonos. Ennek lesztiki-
téseként f is egyenletesen folytonos.

Ha z,y > 100, akkor
[z —y 1
€ — = — < —|z — vy,

igy az egyenletes folytonossag definicidjaban barmely € > 0 szamhoz § = 20¢ megfeleld.

El6szor megmutatjuk, hogy

2,y >0 = [Vz— .yl <]z —yl

Feltehetjiik, hogy = > y, akkor

Vo =yl < Vlz -yl = v -2yay+y<a—y < 2y <2y,

és az utdbbi egyenlbtlenség x > y esetén nyilvanvaldan teljesiil.
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Ezutan a definici6 alapjin belatjuk, hogy a fiiggvény egyenletesen folytonos. Legyen € > 0,
akkor a definiciéban § = % megfeleld, hiszen

z—yl<e® = Vr—y| <]z —yl<e

Mis megoldas:

Bebizonyitjuk, hogy a fiiggvény egyenletesen folytonos. Legyen ¢ > 0. Mivel f a [0, 1]
korlatos zart intervallumon a Heine-tétel szerint egyenletesen folytonos, ezért 1étezik olyan
01 > 0, melyre

0<z,y<1l, |lz—y|l<dh = ‘\/_—\/@‘<g
Ha z,y > 1, akkor
Vi Vil =2 < Yy
kovetkeztében
ry>1l lr—yl<e = |\/_—\/§|<g

Hay > 1 > 2 > 0vagyz > 1 > y > 0, valamint [z — y| < min{d;, e}, akkor a
haromszog-egyenlStlenség, majd a fentiek alapjan

Ve - vl < |ve- Vi + |[Vi- vl < S+ 5 =

Tehat az f fiiggvény egyenletes folytonossdganak definiciéjdban e-hoz vélaszthatjuk a 0 =
min{d;, e} szamot.

sinx _ sinx
=1é&s

Mivel lim folytonos 7-ben, ezért a fiiggvényt folytonosan kiterjeszthetjiik

z—0 T xr
a [0, 7] zart intervallumra. A kiterjesztett

fx) =

~ sinz O<x<m,
X
1, z=0

fiiggvény a Heine-tétel alapjan egyenletesen folytonos [0, 7]-n, igy annak lesztikitéseként f
is egyenletesen folytonos.

Igaz. Legyenek f, g olyan egyenletesen folytonos fiiggvények, melyeknek a k6zos értelme-
zési tartomanya D(f) = D(g) = H, és legyen ¢ > 0. Mivel f egyenletesen folytonos, igy

g-héz is 1étezik olyan &, > 0, hogy

ry€H, |r—yl <8 = |f@@) - f) < 5.

Hasonléan g egyenletes folytonossdga miatt 1étezik olyan 6, > 0, melyre

£
T,y € H, [zt —y| < = |g(z) —g(y)| < 7
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Ezért ha |z — y| < min{dy, d»}, akkor a hdromszdg-egyenlGtlenség szerint

|(f(x) +g(z) = (f(y) + gW)| < [f(x) = fy)| +[g9(x) — g(y)| <e.

Hamis, ellenpéldaként mindkét fiiggvénynek vélaszthatjuk a D(f) = R, f(z) = z fiigg-
vényt, mert f egyenletesen folytonos, de f? a négyzetfiiggvény R-n, ami nem egyenletesen
folytonos (lasd a 5.85. és a 5.92. feladatot).

Hamis. Ellenpélda a (0, 1) intervallumon f(z) = 1, g(x) = x (lasd az 5.84. és az 5.85.
feladatot).

Igaz. Legyen a két fliggvény f és g, megmutatjuk, hogy f og egyenletesen folytonos. Legyen
e > 0, akkor f egyenletes folytonossdga alapjan 1étezik olyan 6 > 0, melyre minden s,t €
D(f) esetén

s —t| <o = |f(s)— f(t)| <e.

Mivel g egyenletesen folytonos, § > 0-hoz létezik olyan v > 0, hogy minden z,y € D(g)
esetén

[z —yl <7 = lg(z) —g(y)| <.
Ezértha z,y € D(f o g), akkor

lz—yl<v = lg9(x) —g(y)| <6 = [f(g(x)) — flg(y))| <e.

Van. Megmutatjuk, hogy
1
D(f) = (0,1), f(x) = sin—
megfeleld példa. A fiiggvény korldtos, hiszen | f| < 1, valamint folytonos, mert két folytonos
fliggvény kompozicidja. Legyen

2
o T Wt D
akkor
| | 1 2 1 - 1
Tpn — Yn| = - =
I onr T Wn+ Dr| 2n(n+ Dr - 8n2n
és
A
sin— —sin—|=]0—-1| =1

Ennélfogva a fiiggvény nem egyenletesen folytonos. Valdban, indirekt médon tegyiik fel,
hogy mégis az. Ekkor ¢ = 1-hez is létezik olyan o > 0, hogy

1 . 1‘
sin — —sin —| < 1.
T

lr—yl <0 =
Yy
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1
Viszont ha n > , akkor
24276
|Tn — yn| < < = |sin— —sin—| < 1,
877,277' Tn Yn

ami ellentmondas.
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6. Végtelen sorok

o oo
Igaz. Ha s,, jeloli a Z a,, konvergens végtelen sor n-edik részletosszegét, s, pedig a Z b,
n=1 n=1
oo
konvergens végtelen sorét, akkor Z(an + b,,) n-edik részletosszege
n=1
n n n
Z(a;ﬁ—b@ = Zak—i—Zbk = Sn—i-S:;.
k=1 k=1 k=1
oo
(sn + si) két konvergens sorozat dsszegeként konvergens, vagyis Z(an + b,,) konvergens.
n=1
oo oo
Hamis, ellenpélda Z(—l)" és Z(—l)”“, melyek divergensek, hiszen a tagok sorozata
n=1 n=1
[e.@]
nem tart nulldhoz, és a két végtelen sor Osszege Z 0, ami konvergens.
n=1

Igaz. Legyenek Z Qs Z b, nemnegativ tagu divergens végtelen sorok, akkor

n=1 n=1

0<a,<a,+b, neN"
[e.e] [e.e]
és Z a, divergens, ezért a minoranskritérium alapjan Z(an + b,) divergens.
n=1 n=1
o

Igaz. Ha (s,) jeloli a Z a, konvergens végtelen sor részletosszeg-sorozatat, (s*) pedig a

n=1

Z b, divergens végtelen sorét, akkor Z(an + b,,) részletosszeg-sorozata (s, + s;;). Ez egy

n=1 n=1
konvergens €s egy divergens sorozat 6sszege, ami divergens (lasd a 4.215. feladatot), tehat
o0

Z(an + b,,) divergens.

n=1
oS

Igaz. Mivel Z a, konvergens, ezért a tagok (a,) sorozata nullsorozat. A hatarérték defi-

=1
nici6jdban £ = 1-hez létezik olyan N kiiszobindex, melyre minden n > N indexre a, =

o oo
lan| < 1. Bkkor 0 < a2 < a, és E a,, konvergens, igy a majoranskritérium szerint g a?

n=1 n=1
konvergens.
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6.10.

Hamis. Ellenpélda a divergens Z ay = Z — harmonikus sor, hiszen a Z — hiperhar-
n n

. n=1 n=1 n=1
monikus sor konvergens.
o0
Igaz. Két konvergens végtelen sor dsszegeként E (a2 + b2) is konvergens. Mivel
n=1

1
0 < (lan| = [bal)” = az + b5 = 2lan|[ba] = lanba| < 5(a; +07),

ezért a majoranskritérium alapjan Z |a,,b,,| konvergens, vagyis Z a,b, abszolit konver-

n=1 n=1

gens.

Kovetkezik. Alkalmazzuk az alabbi becslést:
la| - 1 < 1 + 1
anl - — < = — .
n_— 2 n?

o o
1 . I . p .
E a2 g — konvergencidjat felhasznédlva a majordnskritérium szerint E — abszolut
n

a
0< |2 =

n2
n= . n=1
konvergens igy konvergens is.

Megmutatjuk, hogy Z a, divergens. Legyen lim na, = ¢ € R, ¢ # 0. Ekkor ¢ = %—hbz
n—oo

n=1
is létezik olyan N kiiszobindex, hogy minden n > N indexre

, c c 1
c> 0esetén na,, > - = a, > =-— > 0,
2 2 n
valamint
j c c 1
c<0esetén na, < —— — —a, > —-— > 0.
2 2 n
o0
Mindkét esetben a minordnskritérium kovetkeztében Z a, divergens.
n=1

A definici6 alapjan megmutatjuk, hogy na,, — 0. Legyen € > 0. Alkalmazzuk a Cauchy-

el . € s . . .
kritériumot a konvergens végtelen sorra! i-hoz l1étezik olyan NV index gy, hogy minden
m > n > N indexre

€
|ani1 + .. Fam| < 5

/////

e
na2n§an+1+...+a2n<§ — 2na/2n<€7
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6.11.

6.12.

valamint n > N ésm = 2n + 1 esetén
1 €
(n + 5) A2 +1 < (TL + 1)a2n+1 < A1+ ...+ a1 < 5 — (272 + 1)a2n+1 < E.

Tehat minden € > 0-hoz létezik olyan pozitiv egész (2/N), hogy minden n > 2N indexre
|na,| < e.

Mindketté kovetkezik. Minden pozitiv tagi sorozat hatarértéke nemnegativ, igy a feladat
feltétele szerint a
lim — — ¢ > 0.

n—oo n

A hatérérték definicigjdban ¢ = g-héz is van olyan NV kiiszobindex, hogy minden n > N

indexre
<= = =< < — ¢ b, < < 3¢ b
2 250, ° 2 g Un S ey O

o o
3c . . >
Ha E b,, konvergens, akkor 0 < a,, < 5 b,, és a majoranskritérium alapjan E a,, konver-

n=1 n=1
gens.

o0 2 oo
Ha E a,, konvergens, akkor 0 < b, < — - a, és a majoranskritérium kovetkeztében E b,

n=1 ¢ n=1
konvergens.

A ¢ = 0 esetben nyilvanvaléan abszolit konvergens a végtelen sor. Ha ¢ # 0, akkor alkal-
mazzuk a hanyadoskritériumot:

(n + 1>qn+1
nq"

n+1
= lg| = lq] < 1,
n

oo
ezért Z nq" abszolit konvergens.

n=1

Mis megoldas:

Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

VIng®| = /nlq) — g <1,

igy Z nq" abszolit konvergens.

n=1

Harmadik megoldas:
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6.13.

6.14.

6.16.

6.18.

lq| +1

Mivel |¢| < 1és /n — 1, e sorozat tagjai egy indext5l kezdve kisebbek a 20| > 1
q
szamnal:
+1 +1\"
| R N ing"| < (|CI| ) .
2|q] 2
lg| +1 PR ) P R
A < 1 kvociensti mértani sor konvergens, ezért a majoranskritérium szerint Z ngq
n=1

abszolut konvergens.

Ha ¢ = 1, akkor s,, = n + 1 — o0 szerint az 0sszeg végtelen.

Ha g # 1, akkor
qn+1 -1

Spn=14+q+...+q¢" =
qg—1

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ > 1 esetén s,, — oo, tehat az Gsszeg végtelen, |g| < 1 esetén pedig

. Végiil ha ¢ < —1, akkor (¢") oszcilldlva divergens, ezért

Sp — , 1gy az Osszeg
l—q l—gq

(s,) is, igy ebben az esetben az 9sszeg nem létezik.

Konvergens,
;2}1 —%;%—; 1% =3
Konvergens,
;;’z _§;<g> :g 1:3 ==
Konvergens,
22(2.;w1+5,;m4)::g(g:(%)n—l)—+%5<§z<é)n_1>::%§

Mis megoldas:

Legyen m = n — 1, akkor

> 1 1 I /1\" 1 & /1\™ 29
Z(Q.5n_1+5.2n+1)252(g> +2—OZ(§) =10

n=1
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Az s, részletosszeg felirhato teleszkopikus alakban:
" (1 1 11 11
v () - (G-3)+ G-3)

(=)
+ (== =
n n+1

k=1
= ! —1
B n+1 ’
ezért a végtelen sor konvergens és 0sszege 1.
6.22.
1 . (n+2)-n 1 1 1
nn+1)n+2) 2nn+1)n+2) 2\nn+1) (n+1)(n+2)

felhaszndldsédval teleszkopikus Osszeget kapunk az s,, részletosszegre:

_z”: 1 B AR S U U O SR U S
S”_kzlk(k+1)(k+2)_2 1-2 2-3 2\2-3 3.4) 7

e S Py
2\nn+1) (n+1)(n+2) 4 2n+1)(n+2) 4
Mis megoldas:
Keressiink olyan A, B, C' val6s szamokat, melyekre

1 A B C

nn+1)(n+2) n n+1 n+2

Ezzel ekvivalens
1=An+1)(n+2)+ Bn(n+2)+ Cn(n+1),

1=(A+B+C)n*+ (3A+ 2B+ C)n+2A.

Két polinom egyenld, igy a megfeleld egyiitthatéik egyenldk:

A+B+C=0
3A+2B+C =0 ,,
2A=1
az egyenletrendszer megolddsa
1 1
A=—- B=-1,C=—.
2’ ’ 2
Ezért
s Lo5) (2 1.3
%—(1—5+§)+(§—§+1)+ *
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6.23.

6.26.

6.27.

1 1 1
2 2

= J— %_

+2+n+1 n+l+n+2 4
1

tehat a végtelen sor konvergens, 0sszege T

A sor n-edik tagjat igy alakithatjuk at:

! = Vntl-yn =vn+1—+y/n
VL v Vet Y

és ezért

sn:(\/——\/i)+...+(\/n+ —\/ﬁ):\/n+1—1—>oo

kovetkeztében a végtelen sor divergens, 0sszege végtelen.

Az s, részletdsszeg teleszkopikus alaku:

Sy = i (nk—In(k+1)) =(Inl—In2)+ (In2—-m3)+...+ (Inn —In(n+1)) =

=—In(n+1) - —o0,
aminek alapjan a végtelen sor divergens, dsszege minusz végtelen.
Mivel véltakozik az el§jele a végtelen sor tagjainak, az abszolutértékiik sorozata monoton

csokkend és a hatarértéke nulla, igy a Leibniz-tétel szerint konvergens a végtelen sor. Jelolje
az n-edik részletosszeget s,,, a végtelen sor 6sszegét S. A Leibniz-tételbeli hibabecslés

1

|Sn_S| S

igy
<107% < n > 999

n+1

esetén s, megfelel§ kozelités, példaul 100 = » |
k=1

ilyen.

Mivel a végtelen sor véltakozo6 eljeld, a tagok abszolutértékének sorozata pedig monoton
csokken €s nulldhoz tart, ezért a végtelen sor a Leibniz-tétel alapjan konvergens. Ha a
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részletdsszeg-sorozat (s, ), a végtelen sor Gsszege pedig S, akkor a Leibniz-tétel hibabecslése
i

1
n_S < 5
s |_(n+1)!

gy

-3
(n+1)!<10 <~ n>6

esetén s,, megfeleld kozelités. Példaul

X 1+1 1+ 1 1 455
Se =l — ST 2 — o T T58 T man T san
6 26 24120 720 720

10~3-nal kozelebb esik a végtelen sor dsszegéhez.

Alkalmazzuk a minoranskritériumot:

1 1 1

> = > 0,
dn+7 " 4dn+Tn  1ln
ési ! = ! i 1 divergens ezérti 1 is divergens
2T~ 1 & R S Ly S

1 1 - 1
Han > 2, akkor — < ———. A majoral6 1 —— végtelen sor konvergens,
"= n? = n(n—1) ! +nz_;n(n—1) 8 g
mert
g 1 - 1 1 1
n=1 — =1 — == =2—-—==2,
=14 +Z</<,:—1 k) n
k=2 k=2
igy a majoranskritérium szerint Z — 1s konvergens.
n=1 n

V2n—1<vV2n — 0.

1 1 1
e — > _ . — >
V2n—1yn = V2 n

o
Mivel g — divergens, a minoranskritérium szerint E
n

> 1
“—~\/2n — 1vn

0< 1 <1 1\"
5t +2 °5 \5)

és az — kvdciensli mértani sor konvergens, ezért a majoranskritérium szerint a feladatbeli

is divergens.

n=1

Mivel

végtelen sor is konvergens.
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Mivel

0~ 1 _ 1 1 /1"
pntl —92 T 5.5n—2.57 3 \§5) '

és az — kvdciensli mértani sor konvergens, igy a majoranskritérium alapjan a kérdéses vég-
telen sor is konvergens.

Mivel
o< vn=l _ Vn 1
~ Vnln+1) n-n o pg
0
és a Z — hiperharmonikus sor konvergens, igy a majordnskritérium szerint a vizsgélt vég-
n=1 1%

telen sor konvergens.

Hényadoskritériumot alkalmazva:

3(n+1
b G G VI L e e o WD i B

igy nem tudjuk eldonteni, hogy a végtelen sor konvergens-e.

1 _v 3n <</3n <W<1
Vno Vn2+n?2 = Vn24+1 n—

3
han > 3, ebbdl il/; — 1 és /n — 1 felhasznéldséval a rendGrszabdly szerint kovetkezik

Gyokkritériummal:

n

DN

3n
n?+1
konvergens-e.

n

— 1. Ezért a gyokkritériummal sem tudjuk megéllapitani, hogy a végtelen sor

Hényadoskritériummal:

1
—— 1
Z_VTIL'H — 2f—vn+l = Q Vatvail 1’
2vn

mert a 2 alapu exponencidlis fiiggvény folytonos 0-ban, igy az arra vonatkozd 4tviteli elv
alapjan

1
-0 = 2 Vervart 520 =1,

1
NOERVIES
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Eszerint a hanyadoskritérium segitségével nem tudjuk megéllapitani, hogy a végtelen sor
konvergens-e.

Gyokkritériummal:
Lt — 1
v 2% ’
ugyanis ismét a 2 alapui exponencidlis fliggvény 0-beli folytonossdgédra vonatkozo6 atviteli elv
szerint

1 N 0
— =0 = 2v» 2" =1

NG

Tehat a gyokkritériummal sem tudjuk eldonteni, hogy a végtelen sor konvergens-e.

6.42. | Hanyadoskritériummal:

(n+1)*
2n+1
n4
271

ezért a végtelen sor konvergens.

Gyokkritériummal:
n n_ — @ - - < 1’
2" 2 2
tehdt a végtelen sor konvergens.
6.45. | Héanyadoskritériummal:
2n+-2)!
ﬁ ~2(2n+1) .
el | T 1 1y Y
tehat a végtelen sor divergens.
Gyokkritériummal:
(2n)! 4n
—| = 5 — 00,
n

2n
< 2"\/(211)!)
M n Z 7 z M 4 z Z z z Z M
hiszen az | — | sorozatnak, és igy a pdros indexli részsorozatinak hatarértéke is e. A

Vnl

végtelen sor a gyokkritérium alapjan is divergens.

Hanyadoskritériummal:

(n + 1)1848
v 1848
| ()] L1,
1848 = + n 2 — 2 < 1

62n71
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igy a végtelen sor konvergens.

Gyokkritériummal:
1848 n/7 1848
n n
/= = (\/_2) — = <1,
e n—1 e 62
e
ezért a végtelen sor konvergens.
6.48. | Hanyadoskritériummal:
27+l (n41)!
Zal | T (4 1) ’
n" n
ezért a végtelen sor konvergens.
Gyokkritériummal:
L12™n! 2+v/n! 2 2
o —_= = P — — < 1,
n n n_n' e

n 7 7
mert —— — e, igy a végtelen sor konvergens.

Vn!

Viltakozo6 elgjell a tagok sorozata, valamint az abszolutértékiik (\3/—_2) sorozata monoton
n

csokkend és nulldhoz tart, igy a Leibniz-tétel szerint konvergens a végtelen sor.

6.52. | Divergens a végtelen sor, ugyanis a tagok sorozata nem tart nullahoz.

6.53. | A Leibniz-tétel szerint konvergens a végtelen sor, mert a tagok sorozata véltakozo elGjeld,
tovabba az abszolutértékiik sorozata nulldhoz tart, hiszen

3=

n p—
n?+1 145

— 0,

és monoton csokkend, mert
n S n+1
n?+1~" (n+1)2+1

= nnP+2m+2)> M+ D02 +1) <= n*+n>1,

ahol az ut6bbi egyenlStlenség nyilvanvaldan teljesiil.

3

= —1, ezért
2

. . .. . . T . LT L.
Mivel a szinuszfiiggvény 27 szerint periodikus, valamint sin 5= 1 és sin

sin (n + %) 7= (—1)",
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és ennek alapjin

e B nHSin(n—I—%)ﬂ_ 2 (—1) o = 1
R T

igy a harmonikus sor divergencidja alapjin a vizsgélt végtelen sor divergens.

6.57. | A tagok sorozata nem tart nulldhoz, mert az abszolitértékiik sorozata sem:

1 1
—1)"+! = —1
‘( " |

igy a végtelen sor divergens.

6.59. | Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

L n "
3 \n+1

igy a végtelen sor konvergens.

Felsd becslést adunk a végtelen sor tagjaira:

6 7
_ﬁ<ﬁ = 0<6n®(n—1)+14n+17,

n

o0
hiszen az utobbi egyenldtlenség nyilvan teljesiil. Mivel Z — konvergens, ezért a majorans-
n

n=1
kritérium szerint a kérdéses végtelen sor konvergens.

6.63. | Becsiiljiik trividlisan alulrél a tagokat:

3+n n 1

> = .
n4+n—-1" n?4+n n-+1

o0
Mivel E divergens, ezért a minordnskritérium alapjin a feladatbeli végtelen sor di-
1

—~n+l
vergens.
Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:
(n+1)!
(2n +2)! n+1 1
n! (2n+2)(2n+1) 2(2n+1)
(2n)!

igy a végtelen sor konvergens.
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m A tagok sorozatanak eldjele véltakozik, emellett

6.68.

6.73.

6.74.

2
\/n—i—1+\/n—1

alapjan a tagok abszolutértékének sorozata monoton csokkend é€s nulldhoz tart. A végtelen
sor a Leibniz-tétel szerint konvergens.

vn+1—+vn—

A gyokkritériumot fogjuk alkalmazni.
an+2\" fan42\? fan+2  (4+ 2\ [in+2
Bn—3 - \bn—3 pn—3 \5-32 5n— 3’

16
Az elsé tényezd hatarerteke , a masodik tényez6t el6szor becsiiljiilk mindkét oldalrdl:

\[ pfdn 1/4”+2<1 han > 5.
5n 5n — 3

4
Mivel dg — 1, arend6rszabdly szerint ¢

47’L+2 2n+1
5 — 3

Végiil a gyokkritérium alapjén a végtelen sor konvergens.

n

— 1, ezért
-3

—>16<1
25 ’

Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

(n+1)* ) . .
22012 1 gntl 1 4n 4 3n ' 1+ (9 1
£ T9 14+ — = (14— —4 <,

e ( +n) 147 +3 30 Th) 133 1
22n+3n

ezért a végtelen sor konvergens.

1\" 1
A tagok sorozata nem tart nulldhoz, hiszen ( 1— —> — — (lasd a 4.136. feladatot), ezért a
n e

végtelen sor divergens.

. e pd pd 7 e pd 7 z . 7T
A tagok sorozata véltakozo eldjeld, tovabba n > 2 esetén a tagok abszolutértékének (sm —)
n

. 7 .e P . . . pd 7-‘- e z
sorozata szigordan monoton csokkend, hiszen a szinuszfiiggvény [0, 5] -n nemnegativ és
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6.77.

6.79.

6.81.

szigoruan monoton novekszik. A szinuszfiiggvény folytonos 0-ban, ezért az dtviteli elv sze-
rint

1 . .
— =0 = sin— —sin0=0.
n n

Végiil a Leibniz-tétel kovetkeztében a végtelen sor konvergens.

2T

1 1
mert az —-hez tart (1 — —) sorozat (1asd a 4.136. feladatot) paros indexi részsorozatdnak
e n

hatarértéke is —. A végtelen sor tagjainak sorozata nem tart nulldhoz, igy a végtelen sor
e

divergens.

Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

n| Un ’

igy a végtelen sor |z| < 1 esetén konvergens, |z| > 1 esetén divergens.

=1 2 (=)™
Ha z = 1, akkor a végtelen sor Z —, ami divergens. Ha x = —1, akkor Z u
n n

n=1
Leibniz-tétel szerint konvergens.

Tehat —1 < x < 1 esetén konvergens a végtelen sor, egyébként divergens.

Ha = = 0, akkor a végtelen sor konvergens. Ha x # 0, akkor vizsgaljuk meg a hanyadoskri-

tériummal:
1,7L+ 1

nr1)? 1
| = — |7 = |z,
n (1+1)

ezért |x| < 1 esetén konvergens, mig |a:| > 1 esetén divergens a végtelen sor.

1)n

Ha =z = 1, akkor a végtelen sor Z , amelyik konvergens. Ha x = —1, akkor Z

az x = 1 eset alapjdn abszolut konvergens tehat konvergens is.

Osszefoglalva: a végtelen sor |z| < 1 esetén konvergens, kiilonben divergens.
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7.12.

7. Taylor-sorok

x?  ad
T _ 1 _ _
e <+x+2+6)

Elég belatni, hogy az fliggvény abszoltt értéke nulldhoz tart.

3
r? 2
ATy(z) =14z + 5 + 5 polinom az e* fiiggvény harmadik Taylor-polinomja a 0 koriil.

Erre felirva a Lagrange-maradékot

e’ —Ty(z) = YTl

ahol d 0 és x ,.kozotti” szam. Ezért ha || < 1, akkor e? < e' < 4. Igy tehit

2 23
(1 4+ )| < 6lxt
e (+x+2+6>‘ ||,

ha |z| < 1. A rendGrszabélyt alkalmazhatjuk:

JJQ .CL’S
e —|\1l+z+ -+ —

2 6
0<

3 < 6lz| = 0.
X
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